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内 容 简 介 


相 比 于 传统 类 型 的 算法 分 析 与 设计 教程 , 本 书 的 最 大 特点 是 将 计算 思维 这 种 思维 方式 贯穿 于 全 书 的 各 
个 章节 中 ,力图 使 读者 不 仅 理解 和 掌握 这 门 课程 的 基本 内 容 ， 而 且 通过 对 全 书 的 学 习 ， 能 够 认识 和 体会 计 
算 思 维 这 种 新 的 思维 模式 在 算法 的 分 析 与 设计 中 的 运用 方法 。 除 此 以 外 ,本 书 在 第 8 章 介 绍 了 当前 在 算法 
研究 领域 的 前 沿 一 一 智能 算法 。 为 了 便于 读者 很 好 地 掌握 经 典 算法 的 设计 思想 和 设计 方法 ， 来 书 的 第 1 一 
7 章 在 每 一 章 的 末尾 有 本 章 小 结 、 习 题 与 思考 ; 为 了 便于 读者 进一步 深入 理解 如 何 计算 思维 求解 问题 ， 在 
第 2~5 章 、 第 7 章 的 主要 内 容 之 后 附加 了 “ 课 后 阅读 材料 ”这 个 专题 加 以 讨论 。 

本 书 可 以 作为 高 等 院 校 计算 机 科学 、 智 能 科学 、 信 息 安全 等 相关 专业 的 本 科 可 以 作为 
从 事 算法 及 人 工 智能 研究 的 研究 人 员 或 软件 开发 人 员 的 参考 书 。 
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信息 技术 的 案例 型 教材 建设 


( 代 从 书 序 ) 
刘 瑞 插 


北京 大 学 出 版 社 第 六 事业 部 在 2005 年 组 织 编写 了 《21 世纪 全 国 应 用 型 本 科 计 算 相 
列 实用 规划 教材 》， 至 今 已 出 版 了 50 多 种 。 这 些 教材 出 版 后 ， 在 全 国 高 校 引 起 然 烈 反响 ， 
可 谓 初战 告捷 。 这 使 北京 大 学 出 版 社 的 计算 机 教材 市 场 规模 迅速 扩大 ,， 编 项 壮 成 长 
经 济 效益 明显 增强 ， 与 各 类 高 校 师 生 的 关系 更 加 密切 。 天 

to hae ei 点 用 型 本 科 计 算 机 
案例 型 教材 建设 和 教学 研讨 会 ”。 这 次 会 议 为 编写 案例 型 教材 人 4 探讨 和 具体 的 部 
署 ， 制 定 了 详细 的 编写 目的 、 从 书 特色 、 内 容 要 求 和 风格 需 对 上 强调 面向 应 
能 力 驱 动 、 精 选 案例 、 严 把 质量 ， 在 风格 上 力求 文字 精 旨 清晰 、 图 表明 快 、 版 式 新 


颖 。 这 次 会 议 吹 响 了 提高 教材 质量 第 二 战役 的 进军 S 

案例 型 教材 真能 提高 教学 的 质量 吗 ? XA 

是 的 。 著 名 法 国 哲 学 家 、 数 学 家 勒 内 .… 人 Rs. 1596 一 1650) 说 得 
好 :“ 由 一 个 例子 的 考察 ,我 们 可 以 抽出 二 条 规 和 fom the' fition of an example we 
can form a rule.)” 事 实 上 ， 他 发 明 的 直 第 i 例 而 得 到 的 灵感 。 据 说 
是 在 1619 年 夏天 ， 笛 卡 儿 因 病 住 ; 苦 苦 思索 一 个 数学 问题 时 ， 


忽然 看 到 天 花 板 上 有 一 只 苍蝇 飞 》 和 花 板 是 用 木 条 做 成 正方 形 的 格子 。 笛 卡 儿 
发 现 ， 要 说 出 这 只 苍蝇 在 天 1 说 出 苍蝇 在 天 花 板 上 的 第 几 行 和 第 几 列 。 
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， 和 而 
当 苍 蝇 落 在 第 四 行 、 第 五 列 饼 方形 时 ,| 证 催 用 (4，5) 来 表示 这 个 位 置 …… 由 此 他 联 
想到 可 用 类 似 的 办 法 他 高 兴 地 跳 下 床 ， 喊 着 “我 找到 了 ， 


括 壕 - hf。 
找到 了 ”然而 不 小 心 拒 国际 象棋 撤 了 立地 。 当 他 的 目光 沙 到 棋盘 上 时 ,又 兴奋 地 一 拍 大 腿 ; 
“对 ， 对 ， 就 是 这 不 图 " 竺 卡 儿 多 而 不 谷 的 朋 力 ， 苦 思 冥 想 的 钻研 ， 使 他 开创 了 解析 几何 
的 新 纪元 。 千 百 种 来 一 代数 与 几何 ， 井 水 不 犯 河水 。17 世纪 后 ， 数 学 突飞猛进 的 发 展 ， 在 


很 大 程度 恬 月 功 于 箭 卡 儿 坐标 系 和 解析 几何 学 的 创立 。 
这 听 起 来 与 阿 基 米 德 在 浴缸 洗澡 而 发 现 浮力 原理 ， 牛 顿 在 苹果 树 下 过 到 侠 果 
DT 一 个 好 的 例子 往往 能 激发 


殊 到 一 般 ， 联 想 出 普遍 的 规律 ， 即 所 谓 的 “一 叶 知 秋 ”“ 见 微 知 著 ” 的 意思 。 
、 回顾 计算 机 发 明 的 历史 ， 每 一 台 机 器 、 每 一 颗 芯片 、 每 一 种 操作 系统 、 每 一 类 编程 语 
部 每 一 个 算法 、 每 一 套 软件 、 每 一 款 外 部 设备 ， 无 不 像 内 光 的 珍珠 串 在 一 起 。 每 个 案例 
都 闪烁 着 智慧 的 火花 ， 是 创新 思想 不 竭 的 源泉 。 在 计算 机 科学 技术 领域 ， 这 样 的 案例 就 像 
大 海岸 边 的 贝壳 ， 俯 拾 皆 是 
事实 上 , 案例 研究 (Case Study) 是 现代 科学 广泛 使 用 的 一 种 方法 。Case 包含 的 意义 很 广 : 
包括 Example 例子 ，Instance 事例 、 示 例 ，Actual State 实际 状况 ，Circumstance 情况 、 事 件 、 
境遇 ， 甚 至 Project 项 目 、 工 程 等 。 
我 们 知道 在 计算 机 的 科学 术语 中 ,很 多 是 直接 来 自 日 常生 活 的 。 例 如 Computer 一 词 早 
在 1646 年 就 出 现 于 古代 英文 字典 中 ， 但 当时 它 的 意义 不 是 “计算 机 ”而 是 “计算 工人 ” 
即 专门 从 事 简单 计算 的 工人 。 同 理 ，Printer 当时 也 是 “印刷 工人 ”而 不 是 “打印 机 ”。 正 是 
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于 这 些 “计算 工人 ”和 “印刷 工人 ” 常 出 现 计算 错误 和 印刷 错误 ， 才 激发 查尔斯 。 巴 贝 
奇 (Charles Babbage，1791 一 1871) 设 计 了 差分 机 和 分 析 机 ， 这 是 最 早 的 专用 计算 机 和 通用 计 
算 机 。 这 位 英国 剑桥 大 学 数学 教授 、 机 械 设计 专家 、 经 济 学 家 和 哲学 家 是 国际 公认 的 “ 计 
算 机 之 父 ”。 

20 世纪 40 年 代 ， 人 们 还 用 Calculator 表示 计算 机 器 。 到 电子 计算 机 出 现 后 ， 才 
Computer 表示 计算 机 。 此 外 ， ee 
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就 是 公共 汽车 或 大 巴 ， 故 障 和 排除 故障 源 自 格 瑞 斯 。 霍 普 (Grace Hopper，19| 92) 发 现 
的 “ 飞 蛾 子 ”(Bug) 和 “ 抓 蛾 子 ” 或 “ 抓 虫子 ”(Debug)。 其 他 如 鼠标 、 菜 单 … 枚 举 。 
至 于 哲学 家 进餐 问题 ， 理 发 师 睡觉 问题 更 是 操作 系统 文化 中 脸 炙 人 
以 计算 机 为 核心 的 信息 技术 ， 从 一 开始 就 与 应 用 紧密 结合 。 例 
线 的 计算 ，ARPANET 用 于 资源 共享 以 及 核 战争 时 的 可 靠 通信 
模型 ， 也 受益 于 二 战 时 图 灵 博 士 破译 纳粹 密码 工作 的 关系 。 
在 信息 技术 中 ， 既 有 许多 成 功 的 案例 ， 也 有 不 少 失 另 
案例 ， 也 有 先 失 败 而 后 成 功 的 案例 。 好 好 研究 它们 的 成 
型 教材 有 重要 的 意义 。 
我 国正 在 实现 中 华 民族 的 伟大 复兴 ,教育 展 兴 的 基 汪 改革 开放 30 年 来 ,我 国 
高 等 教育 在 数量 上 、 规 模 上 已 有 相当 的 发 展 > 二 前 要 人 高 培养 人 才 的 质量 ， 必 
须 从 学 科 知识 的 灌输 转变 为 素质 与 能 力 的 培 5 在 高 新 技术 的 武装 下 ， 
利用 PPT 进行 的 “高 速 灌输 ””“ 翻 页 宣 科 亿 有 访 演 爷 多 势 ， 我 们 不 能 容忍 用 “技术 ” 
绑架 教学 ， 而 是 让 教学 了 有 
本 系列 教材 的 编写 ， 以 学 匠 i 作 技能 为 着 眼 点 ， 在 适度 的 基础 
知识 与 理论 体系 覆盖 下 ，” 用 型 和 实用 性 和 可 操作 性 ， 强 化 案例 教学 。 
本 套 教 材 将 会 有 机 融入 大 量 最 新 
味 性 和 实用 性 ， 打 破 
材 做 到 “教师 易 教 
就 有 了 基础 。 




































于 弹道 
非常 抽象 的 图 灵 术 














案例 ; | 既 有 先 成 功 而 后 失败 的 
圣 验 和 失败 教训 ， 对 于 编写 案例 










































































的 封闭 性 ， 强 化 实际 操作 的 训练 ， 使 本 系列 教 
”有 了 广阔 的 应 用 背景 ， 再 造 计算 机 案例 型 教材 











竺 合计 算 机 应 用 型 人 才 培 养 模式 的 、 以 案例 型 为 创新 点 和 兴奋 点 的 精品 
教材 ， 过 一 体 化 设计 、 实 现 多 种 媒体 有 机 结合 的 立体 化 教材 ， 为 各 门 计算 机 课程 配 
贡 、 学 习 指 导 、 习 题解 答 、 课 程 设计 等 辅导 资料 。 让 我 们 用 铂 而 不 舍 的 毅力 ， 勤 





闫 的 钻研 ， 向 着 共同 的 目标 努力 吧 ! 


刘 瑞 挺 教 授 ”本 系列 教材 编写 指导 委员 会 主任 、 全 国 高 等 院 校 计算 机 基础 教育 研究 会 副 会 长 、 中 国 计 
算 机 学 会 普及 工作 委员 会 顾问 、 教 育 部 考试 中 心 全 国 计 算 机 应 用 技术 证 书 考试 委员 会 副 主任 、 全国 计 算 机 
等 级 考试 顾问 。 曾 任教 育 部 理科 计算 机 科学 教学 指导 委员 会 委员 、 中国 计算 机 学 会 教育 培训 委员 会 副 主任 。 
PC Magazine《 个 人 电脑 》 总 编辑 、CHIP《 新 电脑 》 总 顾问 、 清 华 大 学 《计算 机 教育 》 总 策划 。 


or 


人 = 
着 局 








凡是 学 习 种 程序 设计 语言 课程 并 能 编写 一 些 应 用 程序 或 应 








这 样 的 体会 : 学 会 编程 容易 ， 但 要 想 编 出 效率 较 高 的 程序 或 性 能 较 好 的 软件 齐 
此 著名 的 计算 机 科学 家 在 有 关 计 算 机 科学 教育 的 论述 中 认为 ,计算 机 科学 是 一 


活动 的 科学 ， 其 教育 必须 面向 设计 ， 计 算 机 科学 大 师 唐纳德 “E. 克 努 





计算 机 科学 定义 为 进行 算法 研究 的 学 问 。 正 因 如 此 ， a Ne 及 其 相关 
问 


专业 (如 信息 安全 、 智 能 科学 ) 的 专业 核心 课程 ， 它 为 研究 和 解决 
的 理论 和 方法 ， 是 非 数 值 性 程序 设计 的 基础 ， 也 是 高 








并 发 展 成 为 解决 问题 的 一 种 思维 模式 , 这 极 大 i 
作为 人 类 思维 活动 中 以 构造 性 、 能 行 性 
计 


而 在 传统 的 计 名 机 专业 核心 课程 (如 重读 析 
决 问题 ， 而 忽视 了 对 问题 本 身 的 研究 与 探 刘 , 
掌握 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 本 书 通过 使 


到 了 全 书 的 各 个 章节 中 ， 力 图 es 
to ARN A 
编者 认为 ， 这 种 思维 模式 是 破解 计算 机 条 
中 情 出 其 中 的 一 些 奥 / 考 真正 达 版 的 目的 了 。 

本 书 的 内 容 遵循 转 易 到 蕉 、 由 浅 并 过 、 由 表 及 里 的 原则 逐步 展 
本 概念 ， 基 本 特 稚 ， 算 法 在 程序 设计 或 软件 开发 中 所 起 的 重要 作用 
法 的 分 析 方 法 等 ， 加 后 依次 介绍 了 各 种 经 典 算法 ， 即 递归 算法 、 分 















































的 设计 .实现 步 又、 所 涉及 的 数据 结构 、 算 法 的 具体 描述 ， 以 


复杂 度 等 几 个 方面 逐一 介绍 ; 最 后 ， 介 绍 了 目前 在 对 于 复杂 优化 问题 算法 研究 领域 中 
i 的 4 种 智能 算法 ， 即 遗传 算法 、 粒 子 群 优化 算法 、 蚁 群 算法 及 免疫 算法 。 


书 共 分 8 章 。 第 1 章 主要 介绍 了 算法 的 基本 概念 ， 算 法 的 主 
本 步 又， 算法 分 析 的 目的 和 方法 ; 第 2 章 主 要 介绍 了 递归 算法 与 分 





























发 
计 各 是 起 | 前 
A 往往 





存在 于 


究 的 基础 。 












题 提出 了 重要 





人 类 思维 中 的 计 





展 。 在 这 样 的 背景 下 ， 


计算 机 的 出 现 丰富 了 人 类 改造 世界 的 手段 ， En 
算 思维 的 意义 和 作用 。 从 思维 的 角度 ， AS 条 思维 的 概念 方法 和 内 容 ， 


所 未 有 的 重视 。 
过 于 强调 怎样 解 


门 课 程 难度 很 大 ， 不 易 


开 。 


治 算法 、 
a 法 、 随 机 算法 、 图 的 遍历 算法 等 ， 在 介绍 这 些 算法 时 ， 按 照 所 述 算法 


及 算法 


要 特征 ， 


ee 算 思 维 这 种 思维 方式 融入 
课程 的 基本 内 容 ， 而 且 通 过 对 全 
ert 
难题 9 一 把 钥匙 ， 读 者 如 果 能 从 本 书 的 学 习 














中 的 运用 方法 。 








首先 介绍 算法 的 基 


的 分 类 ， 以 及 算 
贪心 算法 ， 动 


的 时 间 复 杂 度 与 





算法 设计 的 基 


治 算法 的 基本 特征 、 设 





计 思 想 及 用 于 解决 的 问题 ， 即 二 分 搜索 问题 、 排 序 问题 (归并 排序 、 快 速 排序 )、 选 择 问题 
及 对 这 些 问 题 求解 效率 的 分 析 ; 第 3 一 7 章 分 别 对 于 贪心 算法 、 动 态 规划 算法 、 回 济 算 法 、 
随机 算法 及 图 论 中 的 经 典 算法 的 设计 思想 和 设计 方法 通过 典型 的 例子 进行 了 详细 的 介绍 ， 
并 对 这 些 算法 进行 了 时 间 复 杂 度 与 空间 复杂 度 的 讨论 ; 第 8 章 简要 介绍 了 4 种 群 智 能 算法 ， 
即 遗 传 算 法 、 粒 子 群 优化 算法 、 蚁 群 算法 及 免疫 算法 的 设计 思想 和 设计 方法 。 对 于 计算 机 














科学 及 其 相关 专业 的 读者 来 说 , 第 1 一 7 章 是 必须 掌握 的 内 容 ; 第 8 章 属于 选 学 内 容 ， 对 于 
学 有 余力 者 或 需要 在 算法 领域 有 深入 研究 的 人 员 具 有 一 定 的 意义 和 价值 。 为 了 更 好 地 使 读 
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者 掌握 好 算法 分 析 的 基础 理论 与 算法 设计 的 基本 技能 ， 在 前 面 7 章 的 各 章 具体 内 容 展开 之 
前 逐一 介绍 了 本 章 学 习 目 标 、 本 章 知识 结构 图 、 本 章 内 容 的 重点 和 难点 及 本 章 的 学 习 指 南 。 
特别 是 为 了 使 读者 更 加 深入 地 理解 计算 思维 在 本 书 的 内 容 中 是 如 何 体现 的 ， 我 们 在 某 些 
点 章节 内 容 的 后 面 附 加 了 “ 课 后 阅读 材料 ” 主要 通过 对 一 些 经 典 问题 的 求解 方法 的 探讨 ， 
试图 使 读者 掌握 怎样 运用 计算 思维 这 种 全 新 的 思维 理念 和 思维 模式 来 解决 需要 借助 于 计算 
Re 
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息 学 奥林匹克 竞赛 等 )。 在 各 章 内 容 介绍 完 后 附 上 了 本 章 小 结 及 一 定数 量 的 3 便 读 者 
课 后 练习 。 

本 书 采 用 C 语言 作为 数据 结构 和 算法 的 描述 语言 。 为 了 增加 算 
涉及 有 关 难 度 较 大 的 地 方 以 程序 注释 的 方式 进行 了 一 定 的 说 明 。 除 
引入 和 文字 的 表述 方面 都 遵循 了 “科学 准确 、 通 俗 易 懂 、 便 玉 学 有 ”这 一 基本 原则 
在 例题 和 习题 的 选择 方面 注重 分 层 原则 ， 既 便于 普通 读者 掌握 ; 最 基础 、 最 核心 的 
内 容 ， 又 对 学 有 余力 者 或 专门 从 事 算法 研究 的 人 员 具 参考 价值 。 总 之 ， 本 书 
是 一 本 系统 阐述 算法 分 析 与 设计 的 基本 原理 和 基本 2 念 准确 、 通 俗 易 懂 、 具 有 
雅俗共赏 特点 的 教材 或 参考 书 。 

对 于 要 将 本 书 作为 算法 分 析 与 设计 这 门 课程 人 
学 过 程序 设计 基础 (或 C 语言 程序 设计 )、y 高 并 数据 

本 书 是 编者 在 总 结 多 年 从 事 算法 研究 、 怕 据 绪 8 

Wr A 




























指导 学 生 多 次 参加 国内 国际 高 水 平 f 
奥林匹克 竞赛 的 ACM/ICPC 
写 而 成 的 。 书 中 融入 了 编者 
体会 ， 内 容 丰 富 ， 层 次 很 强 
内 容 ， 学 有 余力 者 7 章 内 














人 ert er 
建议 本 书 授课 学 时 数 为 60 一 70， 第 8 章 为 选 学 
的 闫 础 上 自学 此 章 内 容 。 
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算法 引 论 





(1) 理解 并 掌握 算法 的 基本 概念 ; 
(2) 掌握 按照 时 间 复杂 度 对 计算 机 算法 的 分 类 ; 
(3) 掌握 用 时 间 复杂 度 对 计算 机 算法 的 执 私 效 率 迁 行 分 析 的 基本 方法 。 


知识 迁 袍 图 


傣 达 的 基本 由 容 





本 章 讨论 的 都 是 一 些 基本 概念 , 因此 没有 难点 , 重点 在 于 理解 并 掌握 算法 的 基本 概念 、 
算法 的 重要 特征 ， 以 及 与 计算 机 算法 相关 的 各 个 名 词 和 术语 的 含义 ;掌握 频率 计数 和 怎样 
运用 时 间 复 杂 度 分 析 算 法 的 执行 效率 。 


(1) 掌握 与 计算 机 算法 相关 的 各 个 名 词 、 术 语 的 含义 ; 
(2) 了 解 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 的 基本 概念 ; 
(3) 理解 计算 机 算法 的 5 个 重要 特征 ; 
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(4) 了 解 计算 机 算法 涉及 的 5 个 基本 内 容 
(5) 掌握 计算 频率 计数 和 估算 算法 时 间 复 杂 度 的 基本 方法 。 


1.1 算法 的 基本 概念 














科学 中 ， 算 法 已 经 逐渐 成 为 了 可 以 使 用 计算 机 求解 一 类 问 s 
若 对 算法 做 稍 许 详细 一 些 的 非 形式 化 描述 ， 那 么 算法 就 是 一 名 规则 ， 它 规定 了 解决 
某 一 特定 类 型 问题 的 一 系列 计算 方法 。 < S 


1.1.1 算法 的 重要 特性 XS 


1， 确 定性 
算法 的 每 一 种 运算 必须 要 有 确切 的 
清楚 的 ， 即 没有 二 义 性 的 。 在 算法 


数 相 加 ”之 类 的 运算 ， 因 为 前 者 的 结 
执行 哪 一 种 也 不 知道 。 
2， 能 行 性 2 









下 ,es 
i 如 /0 或 “将 1 或 2 与 某 个 确定 的 








a 寺 实现 的 运算 都 是 基本 的 运算 ， 即 每 种 运算 至 少 在 
原理 上 可 以 由 人 用 纸 和 限 的 时 间 内 完成 。 整 数 算术 运算 是 能 行 运算 的 一 个 例子 ， 然 
而 实数 算术 运算 是 能 行 的 ， 因 为 某 些 实数 值 只 能 由 无 限 长 的 十 进 制 数 展开 式 来 表 
示 ， | 相 加 就 违背 了 能 行 性 这 一 特征 。 

每 个 鱼 法 有 0 个 或 者 多 个 输入 ， 这 些 输入 是 在 算法 开始 之 前 给 出 的 量 ， 这 些 输入 取 自 

象 集合 。 

4， 输 出 

每 个 算法 产生 一 个 或 者 多 个 输出 ， 这 些 输出 是 同 输入 有 某 种 特定 关系 的 量 。 

5， 有 限 性 


任何 一 个 算法 总 在 执行 了 有 限 步 的 运算 之 后 就 停止 执行 。 

只 要 是 算法 ， 都 必须 满足 上 面 5 条 重要 特性 。 仅 仅 只 满足 前 面 4 条 特性 的 一 组 规则 不 
能 称 为 算法 ， 只 能 称 其 为 计算 过 程 。 操 作 系统 就 是 计算 过 程 的 一 个 重要 例子 。 设 计 操作 系 
统 的 目的 就 是 控制 作业 的 执行 过 程 。 当 没有 作业 时 ， 这 个 计算 过 程 并 不 会 真正 停止 ， 而 是 
处 于 等 待 状态 ， 一 直 等 到 一 个 新 作业 的 进入 。 尽 管 计 算 过 程 包括 这 样 一 类 重要 的 例子 ， 我 


er 








<) 
i 四 
(9 es J 


们 还 是 将 本 书 的 讨论 范围 限制 在 那些 总 是 可 以 停机 的 计算 过 程 上 。 

由 于 研究 计算 机 算法 最 终 的 目的 就 是 有 效 地 求 出 问题 的 解 ， 因 此 ， 需 要 将 算法 投入 到 
计算 机 上 运行 。 这 样 一 来 ， 对 于 算法 的 讨论 就 不 能 仅仅 局 限于 研究 到 其 能 在 有 限 步 内 停机 
就 结束 ， 而 应 该 对 有 限 性 进行 更 深入 的 研究 ， 即 应 对 算法 的 执行 效率 作出 分 析 。 例 如 ， 在 
国际 象棋 比赛 中 ， 对 于 任意 给 定 的 一 种 棋局 ， 都 可 以 设计 出 一 种 算法 来 判断 该 棋局 是 否 可 
以 导致 获胜 。 这 样 的 一 个 算法 需要 从 开局 起 始 对 于 所 有 棋子 可 能 进行 的 移动 及 相应 的 对 策 
做 逐一 的 检查 。 为 了 做 出 应 走 哪些 棋 着 的 正确 决策 ， 计 算 步 骤 虽 然 是 有 限 
便 是 在 目前 计算 速度 最 快 的 数字 计算 机 上 计算 也 要 千 万 年 。 由 此 可 见 ,y 不 能 
OO 机 的 算法 投 

有 












































入 计算 机 中 运行 。 而 对 于 不 能 在 相当 有 限 步 内 停机 的 算法 在 投入 计算 枫 申 信行 之 前 ， 或 者 
将 其 优化 成 在 相当 有 限 步 内 停机 的 算法 ， 或 者 找 出 一 种 可 以 步 内 停机 的 近似 算 
法 ， 总 而 言 之 ， 应 尽 可 能 地 避免 无 益 耗 费 计 算 机 的 宝贵 次 
1.1.2 ”算法 的 基本 内 容 

为 了 要 制定 一 个 算法 ， 一 般 需 要 经 过 设计 
阶段 ， 因 此 学 习 计 算 机 算法 必须 涉及 这 些 
而 活跃 的 研究 领域 。 为 了 便于 区 别 ， 把 算法 学 

1. 设计 算法 

设计 算法 的 工作 是 不 可 能 完 
是 有 用 的 一 些 基本 设计 策略 ,< 
多 个 领域 都 是 非常 有 用 的 ,4 


这 些 ， 也 一 定 会 设 评 出 
ee wR 


牙 具 ,设计 的 算法 也 要 用 语言 恰当 地 表示 出 来 。 本 书 基 本 采用 结构 
于 结构 程序 设计 的 内 容 限 于 篇 幅 并 未 展开 作 具 体 介绍 ， 而 是 将 所 能 收 














、“ 编 码 、 检 查 、 调 试 、 计 时 等 


认 
1 许多 都 是 现今 重要 


个 不 同 的 方面 。 
是 使 读者 学 会 已 经 被 实践 证 明 
| 学， 而 且 在 运筹 学 、 自 动 化 控制 等 
多 精致 有 效 的 好 算法 。 读 者 们 一 旦 掌 
适用 的 算法 。 









































































村 
es 了 一 个 算法 以 后 , 就 应 证 明 它 对 于 所 有 可 能 的 合法 输入 都 可 以 给 出 正确 的 答案 ， 
这 广 江 作 称 为 算法 确认 (algorithm validation)。 这 里 需要 指出 的 是 ， 一 个 算法 在 设计 好 了 以 
后 ， 还 不 能 马上 成 为 一 个 可 以 立即 投入 计算 机 运行 的 程序 。 确 认 的 目的 在 于 使 我 们 确信 这 
个 算法 将 可 以 正确 无 误 地 工作 ， 而 与 写 出 这 一 算法 所 用 的 程序 设计 语言 无 关 。 一 旦 证 明了 
所 设计 算法 的 正确 性 ， 就 可 以 将 其 写成 程序 ， 在 将 程序 投入 到 计算 机 上 执行 以 前 ， 实 际 上 
还 应 该 证 明 该 程序 是 正确 的 ， 也 就 是 证 明 该 程序 对 于 所 有 可 能 的 合法 输入 都 能 得 到 正确 的 
结果 ， 这 一 工作 称 为 程序 证 明 (program proving)。 这 一 领域 是 当前 很 多 计算 机 科学 研究 工作 
者 集中 研究 的 对 象 ， 但 是 这 一 工作 目前 还 处 于 相当 初期 的 阶段 。 在 这 一 领域 的 工作 还 没有 
取得 实质 的 突破 性 进展 以 前 ， 为 了 增强 对 于 所 编制 程序 的 置信 度 ， 只 能 使 用 对 所 编制 程 请 
的 测试 工作 来 代替 。 当 前 的 一 种 典型 测试 程序 的 工作 就 是 软件 测试 ， 即 在 规定 的 条 件 下 对 
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程序 进行 操作 ， 以 便 发 现 程序 错误 ， 衡 量 软件 品质 ， 并 对 其 是 否 能 满足 设计 要 求 进行 评估 
的 过 程 。 

4. 分 析 算 法 

在 前 面 对 有 限 性 的 研究 中 ， 曾 论述 到 计算 机 上 可 以 执行 的 算法 仅仅 是 能 在 相当 有 限 步 
内 停机 的 算法 。 细 心 的 读者 一 定 会 觉得 在 这 个 地 方 “ 相 当 ” 一 词 使 用 得 非常 模 
于 有 限 步 给 出 一 个 精确 的 数量 界限 呢 ? 这 其 实 是 我 们 要 在 这 里 回答 的 一 个 
算法 ， 要 使 用 计算 机 的 中 央 处 理 器 (CPU) 完 成 各 种 运算 ， 还 要 用 存储 器 
算法 分 析 (analysis of algorithm) 是 对 于 每 个 算法 需要 多 少 计算 时 间 和 : 量 的 分 
析 。 算 法 分 析 不 仅 可 以 预计 所 设计 的 算法 可 以 在 怎样 的 环境 中 有 
在 最 好 、 最 坏 及 平均 情况 下 执行 得 怎样 ， 还 可 以 使 读者 对 于 解决 同人 问题 的 不 同 算法 执行 
的 有 效 性 做 出 比较 判断 。 关 于 算法 分 析 更 确切 的 表述 将 在 K2 华 访 沦 

5， 测 试 程序 SS 

测试 程序 实际 上 是 由 调试 程序 和 作 时 空 分 布 
是 在 抽象 数据 集 上 执行 程序 ， 以 确定 是 否 会 产生 错 
修改 源 程序 。 但 是 ， 这 项 工作 正如 著名 的 计算 机 和 
那样 “调试 只 能 指出 程序 有 错误 ， 而 不 
证 明 还 尚未 取得 实质 突破 性 进展 的 
要 工作 。 作 时 空 分 布 图 是 首先 使 用 



























































组 成 的 。 调 试 (debugging) 程 序 
果 产 生 了 错误 的 结果 ， 就 
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试 诀 为 是 正确 的 程序 ， 然 后 测定 


























为 计算 出 正确 的 结果 所 花 去 的 时 闻 和 空间 以 全 证 以 前 太 做 的 分 析 是 否 正确 和 指出 实现 最 
优化 的 有 效 迎 辑 位 置 。 

以 上 5 个 方面 基 了 学 习 算 法 及 > 部 内 容 。 本 书 将 重点 放 在 算法 分 析 和 算 
法 设计 上 ， 对 其 余 六 | 

最 后 需要 指出 的 是 ,条 溃 中 所 介绍 的 算法 ， 绝 大 部 分 属于 非 数值 计算 范畴 内 的 问题 。 


1.2 算法 分 析 





| 是 一 种 有 趣 的 智力 工作 ， 它 可 以 充分 发 挥 和 使 用 人 类 的 聪明 才智 。 更 重要 的 

从 经 济 观点 来 看 ， 通 过 算法 分 析 可 以 知道 为 完成 一 项 任务 所 设计 的 算法 的 优 劣 ， 进 而 
] 想 方 设法 设计 出 一 些 更 好 的 算法 ， 以 达到 少 花 钱 多 办 事 、 办 好 事 的 经 济 效 果 。 

研究 和 讨论 怎样 进行 算法 分 析 以 前 ， 需 要 对 运行 算法 的 计算 机 类 型 做 出 假定 。 这 对 

于 问题 求解 的 速度 和 效率 影响 很 大 。 我 们 可 以 假定 使 用 一 台 “ 通 用 ”计算 机 模型 ， 图 灵机 

(Turing Machine) 就 是 这 台 “ 通 用 ”计算 机 的 标准 模型 。 图 灵机 是 由 英国 著名 的 数学 家 和 计 

算 机 科学 之 父 阿 兰 。 图 灵 (Alan Turing) 于 1936 年 提出 的 一 种 抽象 计算 模型 ， 其 更 抽象 的 意 

义 为 一 种 数学 逻辑 机 ， 可 以 看 作 等 价 于 任何 有 限 逻 辑 数学 过 程 的 终极 强大 逻辑 机 器 。 图 灵 

机 每 次 执行 程序 中 的 一 条 指令 ， 并 带 有 容量 足够 的 随机 存 取 存 储 器 ， 在 固定 的 时 间 内 可 以 

类 

算 





























把 任 一 个 数 存 入 到 某 个 存储 单元 中 或 从 某 个 存储 单元 中 取出 一 个 数 。 图 灵机 是 目前 各 利 
型 计算 机 共同 的 计算 机 形式 理论 模型 ， 可 以 使 用 该 模型 来 说 明 各 种 类 型 通用 计算 机 的 计 
E 力 。 关 于 该 模型 的 形式 化 定义 及 涉及 该 模型 的 其 他 方面 的 问题 不 再 效 述 。 


Qs 


























AS 算法 引 论 
6 、- 一 一 


为 了 分 析 一 个 算法 ， 首 先 需 要 确定 使 用 哪些 运算 ， 以 及 执行 这 些 运 算 所 需要 使 用 的 时 
一 般 说 来 ， 可 以 将 这 些 运算 分 为 两 类 。 一 类 是 基本 运算 ， 既 包括 加 、 减 、 乘 、 除 这 4 
种 基本 的 整数 算术 运算 ， 又 包括 浮 点 算术 、 比 较 、 对 各 种 变量 赋值 和 过 程 调用 等 。 这 些 运 
算 所 花费 的 时 间 虽 然 不 同 ， 但 一 般 都 只 花费 一 个 固定 量 的 时 间 。 因 此 ， 我 们 一 般 称 其 为 时 
间 团 界 于 常数 的 运算 。 另 一 类 运算 则 不 然 , 可 以 由 一 些 更 基本 的 任意 长 序列 的 运算 所 组 成 。 
例如 ， 两 个 字符 串 的 比较 运算 可 以 是 一 系列 字符 比较 指令 ， 而 这 些 字符 比较 指 念 又 可 以 
移 位 指令 或 位 比较 指令 这 些 更 基本 的 指令 所 组 成 。 假 设 比较 一 个 字符 所 需 : 平 
常数 ， 那 么 比较 两 个 字符 串 的 时 间 总 量 就 取决 于 这 一 系列 指令 的 总 长 麻 。 
接 下 来 要 做 的 事 就 是 确定 能 反映 出 算法 在 各 种 情况 下 工作 的 数 
出 可 以 产生 最 好 、 最 坏 和 有 代表 性 情况 的 数据 配置 ， 并 且 通 过 使 
有 的 算法 ， 以 便 了 解 算法 的 性 能 。 这 一 部 分 工作 是 算法 分 析 最 
一 。 关 于 这 一 方面 更 为 深入 的 论述 将 在 以 后 讨论 一 些 具 体 
对 于 一 个 算法 要 做 出 全 面 的 分 析 可 以 分 成 两 个 
analysis) 和 事后 测试 (a posteriori testing)。 根 据 事前 $ 
函数 ( 它 是 一 些 有 关 参 数 的 函数 ); 而 ih 中 
资料 。 假 设 在 程序 中 的 某 个 地 方 ， 出 
况 下 ， 如 果 要 确定 执行 该 条 语 ce 
计数 (frequency count)( 该 语句 的 执行 
乘积 就 是 时 间 总 量 。 由 于 每 次 执行 的 
程序 有 关 ， 因 而 事前 分 析 应 仅 
的 机 器 无 关 ， 而 且 独 立 于 编写 










































































和 最 富有 创造 性 th 



























































X=X+Y YY for (i=17 1 for (i=1;i<=n;i++) 
{ 
X=X+y? 
} for (j=1;j<=n;j++) 
2 ' 
= x=x+y; 
NG ， 
人 
(a) (b) (c) 


对 于 每 个 程序 段 ， 假 设 语句 “x=x+y” 仅 包含 在 当前 可 以 看 得 见 的 循环 之 中 那么， 在 
程序 段 (a) 中 ， 该 语句 的 频率 计数 为 1; 在 程序 段 (b) 中 ， 该 语句 的 频率 计数 为 n; 而 在 程序 
段 (b) 中 ， 该 语句 的 频率 计数 为 nxn。 显 然 ， 这 些 频 率 计数 具有 不 同 的 数量 级 。 就 算法 分 析 
而 论 ， 一 条 语句 的 数量 级 是 指 执行 它 的 频率 ;对 于 一 个 算法 而 言 ， 它 的 数量 级 则 是 指 其 所 
有 语句 执行 的 频率 之 和 。 假 设 有 3 个 算法 可 以 求解 同一 个 问题 ， 它 们 的 数量 级 分 别 是 n、 
mn 各， 相 比 较 而 言 ， 我 们 自然 愿意 采用 第 一 个 算法 求解 该 问题 ， 因 为 它 比 其 他 两 个 算法 
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更 快 。 例如， 假设 n=10， 在 假定 所 有 基本 运算 都 具有 相等 的 工作 时 间 的 情况 下 ， 这 3 种 算 
法 需 分 别 执行 10、100 和 1000 个 单位 时 间 。 根据 以 上 的 分 析 可 知 ， 确 定 一 个 算法 的 数量 级 
是 十 分 重要 的 ， 它 在 本 质 上 反映 了 一 个 算法 所 必需 的 计算 时 间 。 

在 实际 的 算法 分 析 过 程 中 ， 通 常 需要 对 一 个 算法 的 计算 时 间或 频率 总 数 进行 分 析 ， 并 
某 种 函数 表示 出 来 ， 例 如 用 一 个 多 项 式 来 表示 。 但 是 ， 由 于 算法 本 身 可 能 相当 复杂 或 者 受到 
其 他 许多 因素 的 影响 ， 使 得 在 事前 分 析 阶 段 根本 就 构造 不 出 这 个 多 项 式 的 完整 形式 ， 甚 至 连 
这 个 多 项 式 的 最 高 次 项 的 系数 都 无 法 得 出 ， 而 只 能 得 出 该 项 的 次 数 并 判断 出 i 式 与 最 
高 次 项 的 关系 。 尽 管 这 是 一 件 令 我 们 非常 遗憾 的 事 ， 但 幸运 的 是 这 种 关系 


法 在 计算 时 间 上 的 基本 特性 ， 至 于 如 何 反 映 ， 后 面 的 内 容 会 做 详细 人 E 算 法 的 事 
前 分 析 阶 段 ， 一 般 都 致力 于 确定 这 种 关系 ， 下 面 我 们 将 给 SG- 学 描述 。 


1.2.1 计算 时 间 的 渐进 表示 






















































假设 某 算法 的 计算 时 间 是 fn)， 其 中 变量 n 可 以 AN 也 可 以 
是 这 两 者 之 和 ， 还 可 以 是 其 中 之 一 的 某 种 测度 (如 oe g(n) 是 在 事前 
分 析 中 确定 的 某 个 形式 很 简单 的 函数 ， 如 n™， ， 它 是 独立 于 机 器 
和 语言 的 函数 ， 然 而 fn) 则 是 be 言 

定义 1.1 ”如果 存 在 两 个 正常 郑 
则 记 作 fn) =O(g(n))。 

因此 ， 一 个 算法 具有 rn 2 n 值 不 变 的 同一 类 数据 在 

台 计 算 机 上 执行 ， on 地 个 常数 倍 。 所 以 ， 通 常 把 g(n) 称 为 

计算 时 间 f(n) 的 一 个 上 界 A g(n)。 当 然 ， 在 确定 fm) 的 数量 级 
时 总 是 试图 求 出 最 小 ”使 得 f(n) =O(g(n))。 下面 ， 我 们 来 证 明 一 个 非常 
有 用 的 定理 。 

定理 1.1 于 ann"+…+ain+ao 是 一 个 m 次 多 项 式 ， 则 有 A(n)=O(n")。 

证 明 ; 取 no=1 当 n=no 时 ， 有 

|AGn)| 到 lanln "十 …+|ailn+laol 


委 (|am|+|an-il/n 十 … 十 |aol/nm) nm 


| < (fantlamaltetlaoD) nm 
~ abt amitlagl 
则 立即 得 证 。 


实际 上 ， 只 要 将 no 取得 足够 大 ， 可 以 证 明 只 要 c 是 比 |an| 大 的 任意 一 个 常数 ， 定 理 1.1 
a | 变量 n 的 固定 阶 数 为 m 的 任 一 多 项 式 ， 与 此 多 项 式 的 最 高 阶 nm" 同 









































阶 。 只 要 计算 时 间 为 m 阶 的 多 项 式 的 算法 ， 其 时 间 都 可 用 O(n") 来 表示 。 如 果 一 个 算 
a ainm，anm，…，aknk 的 k 个 语句 ， 那 么 该 算法 的 数量 级 就 是 anml+Haznm2+… 
+amk。 根 据 定理 1.1 可 知 ， 它 的 计算 时 间 为 O(n")， 其 中 ，m=max {mil1<i<k}。 


为 了 说 明 数 量 级 的 改进 对 于 算法 有 效 性 的 影响 ， 下 面 我 们 通过 一 个 具体 的 例子 来 进行 
说 明 。 假设 有 两 个 算法 用 来 求解 同一 个 问题 ， 它 们 都 有 n 个 输入 ， 分 别 要 求 ntn 和 n#log2n 
次 标准 运算 ， 那么 ， 当 n=1024 时 ， 它 们 分 别 需 要 做 1048576 次 和 10240 次 标准 运算 。 如 果 
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每 执行 一 次 标准 运算 所 需要 的 时 间 是 1 微 秒 ， 则 在 输入 相同 数据 规模 的 情况 下 ， 计 算 机 执 
行 第 一 个 算法 所 需要 的 时 间 约 为 1.05 秒 ， 而 计算 机 执行 第 二 个 算法 所 需要 的 时 间 约 为 0.01 
秒 。 如 果 将 n 增加 到 2048， 则 两 个 算法 所 需要 的 标准 运算 次 数 就 变 成 4194304 和 22528， 
计算 机 执行 每 个 算法 所 需要 的 时 间 分 别 增加 到 约 为 4.2 秒 和 0.02 秒 。 这 样 的 结果 表明 ， 
将 问题 规模 n 加 倍 的 情况 下 ， 一 个 O(n*n) 的 算法 要 用 4 信 长 的 计算 时 间 来 完成 ， 而 一 












On*logn) 的 算法 则 只 需要 两 倍 多 一 点 的 时 间 即 可 完成 。 在 实际 求解 问题 的 过 程 由 ，n 人 
数 干 是 很 常见 的 ， 从 这 个 意义 上 讲 , 数量 级 的 大 小 对 于 一 个 算法 有 效 性 的 影 定性 的 。 
从 计算 时 间 上 可 以 将 目前 的 算法 分 为 两 大 类 ， 凡 可 用 多 项 式 来 对 其 计算 肚 合 限 输 的 算 


法 ， 通 常 称 为 多 项 式 时 间 算 法 (polynomial time algorithm); 而 计算 时 E 用 指数 人 
的 算法 称 为 指数 时 间 算 法 (exponential time algorithm)。 例 如 ， 一 个 ; | 


























它 的 标准 运算 执行 的 次 数 是 固定 的 ， 因 此 ， 总 的 计算 时 间 应 次 多 项 式 ) 来 限 
界 ， 而 一 个 计算 时 间 为 O(n*n) 的 算法 则 应 由 一 个 二 次 多 项 出 了 6 种 使 
计算 时 间 限界 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 以 及 根据 它们 计算 时 间 成 的 关系 。 
0(1)<O(logn)<O(n)<Omnlo! 
指数 时 间 算 法 一 般 有 0(2”)、O(n! ) 和 O(n") 等 ， 和] CO 加 )<O(n") 其 中 ， 最 











项 式 时 间 算法 在 所 需 的 执行 时 间 上 相差 非常 下 能 找到 一 个 m， 使 得 
2 固 界 于 mm。 换 句 话说， 对 于 任意 的 m( 丰 六 上 全 得当 no 对， 有 
2">nm。 因 此 ， 只 要 有 人 可 以 将 现 有 的 指数 时 加 
算法 ， 就 取得 了 一 个 伟大 的 成 就 ， 甚 天 


(Turing Award)。 
图 1.1 和 表 1.1 指明 了 当 











常见 的 是 计算 时 间 为 0(2") 的 算法 。 ee 是 够 入 ) 时 指数 时 间 算 法 和 多 





本科 学界 的 诺 贝 尔 奖 一 图 灵 奖 





有 和 
(jogn)、O(n) 和 OOlogn) 与 另外 3 种 计算 时 
得 多 ， 即 增长 率 慢 得 多 。 









图 1.1 一 般 计 算 时 间 函 数 的 曲线 
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表 1-1 计算 时 间 函 数值 


















512 ” 256 
人 65536 
| ‘og4967296 
根据 这 些 结果 不 难看 出 ， 当 数据 集 的 规模 (n 的 取 值 ) 足 够 大 时 ， NY 字 ? 
行 计算 时 间 比 O(nlogn) 复 杂 度 还 高 的 算法 通常 是 相当 困难 的 。 特别 是 时 间 复杂 天 度 为 指数 级 
别 的 指数 时 间 算 法 ， 这 些 算法 只 4 有 当 数据 集 的 规模 n 取 值 很 及 时 站 适用 。 因此 ， 如 果 在 顺 
序 处 理 机 ( 非 并 行 处 理 机 ) 上 想 要 扩大 处 理 问题 的 规模 ， 最 有 奖 多 方法 就 是 降低 算法 时 间 复 
杂 度 的 数量 级 ， 而 不 是 提高 数字 计算 机 的 速度 。 因 为 在 具有 相当 数据 集 规模 的 情况 下 ， 速 
度 不 同 的 数字 计算 机 对 同一 个 算法 的 执行 时 间 差 别 远 渤 同一 台 机 器 上 执行 不 同 算法 
(如 在 同一 台 计算 机 上 执行 多 项 式 时 间 算 法 与 指数 时 间 算 法 ) 的 于 站 四 
符号 O 作为 算法 性 能 描述 的 工具 ， 它 表示 迁 分 时 间 的 上 四 本 -为 了 进 - 人 
的 性 能 特性 ， 通 常 我 们 也 希望 能 给 出 确 拓 计 算 时 间 的 - 5 车 两 数 / / 国 此 ， 需 要 引入 另 一 个 数 
学 符号 。 YN 入 
定义 1.2 人 SA 对 于 所 Fo, 有 |f(n)| 之 clg(n)|， 则 记 作 
f(n)=Q[g(n)]。 
特别 在 某 些 情况 而， ,从 半 突 人 fl(n)=Q[g(n)]， 同 时 又 满足 
Oleln)), 也 说 fm) 吧 是 mn) 的 书 界 ， 同 时 又 是 它 的 下 界 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 引 
一 个 数学 符号 来 表示 这 种 情况 。 EE: 
i 3 如 果 存在 :正常 数 ch， c 和 蕊 ,对 于 所 有 的 nno, 有 cilg(n)| |f(n)| 二 czlg(n) 
则 记 作 f(n)= 8(g(n))3 
下 绩 法 的 计算 时 | 间 fn)=@(g(n)) 意味 着 该 算法 在 最 好 和 最 坏 的 情况 下 的 计算 时 i 
一 个 党 数 办 子 的 范围 内 而 言 是 相等 的 。 这 几 种 数学 符号 在 本 书后 面 的 章节 中 会 经 常 使 
人 能 明确 它们 各 自 的 含义 。 
NN 我 们 只 是 针对 算法 的 计算 时 间 特 性 做 了 较为 详细 的 介绍 ， 对 于 算法 的 计算 空间 
[也 可 以 按照 以 上 对 算法 的 计算 时 间 特 性 进行 类 似 的 研究 ， 限 于 篇 幅 ,， 在 此 从 略 。 


1.2.2 ”常用 的 整数 求 和 公式 
在 算法 分 析 中 ， 当 确定 语句 的 频率 时 ， 通 常会 遇 到 以 下 形式 的 表达 式 : 
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>，fO (1-D 

其 中 ，f(i) 是 一 个 带 有 理 数 系数 并 且 以 i 为 变量 的 多 项 式 。 这 个 表达 式 最 常用 到 的 是 下 面 几 
种 形式 : 

Dl pa > (i*i (1-2) 


1<i<n 1Si<n 1<i<n 


(让 o 


“ee 
“i 算法 引 论 加 
GO TS 


于 它们 都 是 有 限 求 和 ， 因 此 通常 可 以 列 出 它们 的 求 和 公式 。 我 们 可 以 很 容易 地 发 现 ， 第 
一 个 多 项 式 的 和 就 是 n。 为 了 今后 使 用 方便 ， 直 接 写 出 其 余 多 项 式 的 求 和 公式 如 下 : 
> i=n(n+D)/2=On*n) (1-3) 


IsSisn 


> (i*i)=n(n+D)(2n+]D)/6= O(n*n*n) (1-4) 


1<isn 


通 式 是 > in ydkrD+nw2+ 低 次 项 -nc (1-5) 
以 上 我 们 简要 介绍 了 算法 分 析 的 第 一 阶段 即 事前 分 析 的 基本 步骤 。 门将 对 
算法 分 析 的 第 二 阶段 一 一 事后 测试 做 简要 介绍 。 
1.2.3 ” 作 时 空 性 能 分 布 图 < 
事后 测试 是 在 对 算法 进行 了 设计 、 确 认 、 事 前 分 析 、 调试 以 后 所 要 做 的 工作 ， 
以 便 确 定 程序 所 耗费 的 精确 时 间 和 空间 ， 也 就 是 作 时 宣传 能 。 由 于 事后 测试 与 所 使 
用 的 数字 计算 机 密切 相关 ， 我 们 在 此 只 对 这 一 阶段 所 机 进行 的 基本 工作 和 若干 注意 事项 概 
略 地 做 一 些 介绍 。 | 
就 作 时 间 分 布 图 为 例 ， 为 了 精确 地 确定 算法 的 计算 由 
上 配置 一 台 可 以 读 出 时 间 的 时 钟 ， 除 此 以 外 还 
算 机 所 使 用 的 操作 系统 的 基本 工作 方式 。 
有 相当 大 的 差异 : 如 果 在 一 台 时 钟 精确 让 








































































必须 在 所 用 数字 计算 机 
确 程度 ， 以 及 数字 计 
数字 计算 机 的 不 同 而 具 
时 很 少 (如 比 时 钟 的 误差 值 



















































































更 小 ) 的 程序 ， 那 么 ， 所 得 到 的 计 及 和 些 ”， 这 样 ， 其 时 间 分 布 性 能 将 会 
完全 被 淹没 在 这 些 “ 噪 声 ” 包 中 汶 如 序 或 者 分 时 方式 工作 的 操作 系统 ， 
ta 别 是 对 于 那些 在 计时 过 程 中 包含 了 换 
出 磁盘 上 的 用 户 程序 间 的 f。 由 于 时 间 会 随 着 当前 记 入 系统 的 用 户 数 
而 相应 变化 ， 因 此 系 定 算法 独身 所 花费 的 时 间 。 





为 了 解决 由 浅 时 钟 误 差 而 导致 的 “响声 ”问题 ， 通 常 推 荐 两 种 可 供 选择 的 方法 : 其 一 ， 
增 力 a 直至 得 到 算法 所 需 的 可 靠 的 时 间 总 量 ; 其 二 ， 取 足够 大 的 r， 将 该 算法 重复 
rt 人 ，, 








执行 后 用 总 的 时 间 除 以 r。 
er 就 应 该 考虑 怎样 作出 时 间 性 能 分 布 图 。 对 于 
分 析 为 (g(n)) 计算 时 间 的 算法 ， 应 该 选择 按照 输入 不 断 增 大 其 规模 的 数据 集 ， 再 利 
enet 从 而 得 到 在 使 用 这 些 数据 集 的 情况 下 算法 所 消耗 的 
时 间 s 并 进而 画 出 这 一 数量 级 的 时 间 曲 线 。 倘 若 这 条 曲线 与 事前 分 析 所 得 到 的 曲线 形状 基 
本 符合 ， 那 么 就 说 明 印 证 了 事前 分 析 的 结论 。 而 对 于 事前 分 析 为 O(g(n)) 计 算 时 间 的 算法 ， 
就 应 该 首先 在 各 种 数据 集 规模 的 范围 内 分 别 按照 最 好 情况 、 最 坏 情 况 及 平均 情况 的 数据 集 
独立 运行 程序 ， 然 后 作出 各 种 情况 的 时 间 曲 线 ， 并 进而 根据 这 些 曲 线 来 分 析 最 优 的 有 效 逻 
辑 位 置 。 
此 外 ， 如 果 为 了 解决 某 一 个 问题 ， 分 别 设计 了 多 种 具有 同一 数量 级 的 不 同 算法 ， 或 者 
为 了 加 快 某 种 算法 的 速度 ， 在 同一 数量 级 情况 下 做 了 一 些 改进 ， 那 么 ， 只 要 在 输入 相同 数 
据 集 的 情况 下 作出 它们 的 时 间 分 布 图 就 可 以 比较 出 哪 一 个 算法 的 运行 效率 更 高 一 些 。 
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1.3 ”最 优 算法 概述 





在 后 面 的 章节 中 ， 将 进一步 证 明 用 元 素 比 较 的 方法 对 n 个 元 素 进行 排序 的 算法 ， 在 最 
坏 情 况 下 ， 其 运行 时 间 为 Q(nlogn) 。 这 意味 着 不 能 设计 出 任何 一 种 算法 ， 使 得 它 在 最 坏 情 
况 下 的 运行 时 间 会 小 于 nlogn。 因 此 ， 如 果 它 的 时 间 复 杂 度 是 @(nlogn)， 4 ， 










在 一 般 情况 下 ,倘若 可 以 证 明 待 求 解 问题 的 任何 算法 的 运行 时 间 是 Qf( 那么 , 对 
于 以 时 间 O(f(n)) 来 求解 待 求解 问题 的 任何 算法 , 都 认为 是 最 优 算 法 。 i 
定义 方法 ， 是 被 很 多 文献 所 广泛 使 用 的 。 在 这 里 ,没有 考虑 空间 得 E 要 原因 在 于 ， 
只 要 是 在 一 个 合理 的 范围 内 使 用 空间 ， 则 对 于 时 间 的 考虑 应 该 化 对 于 空 司 的 考虑 更 加 重要 。 

在 这 里 值得 一 提 的 是 ， 最 优 算法 是 在 上 述 意义 下 定 尺 的 SEE 了 于 同一 个 求解 问题 ， 
存在 两 个 不 同 的 算法 ， 在 上 述 意义 下 都 是 最 优 的 ， 时 确定 这 两 个 算法 中 哪 一 个 
是 真正 最 优 的 ， 就 必须 进一步 对 这 两 个 算法 的 时 间 式 中 的 高 阶 项 常数 因子 进行 


进一步 的 比较 。 一 般 说 来 ， 常 数 因子 小 的 算法 算法 。 另 一 方面 需要 注 
意 的 是 关于 时 间 复 杂 度 渐进 阶 的 确定 ， 与 数据 烦 忆 党 取 有 关 ， 当 数据 规 
模 很 小 时 ， 时 间 复 杂 度 阶 低 的 算法 不 一 定 比 时 MA 有 效 。 

状 首先 介绍 有 关 计 算 机 算法 的 一 些 基 


i ; 
性 、 能 行 性 、 输 入 、 输 出 和 有 限 性 ， 然 后 介绍 
、 表 示 算 法 、 确 认 算法 、 分 析 算 法 和 测试 程序 ， 














































本 章 是 为 以 后 各 章 的 读 论 疯 容 法人 


了 计算 机 算法 研究 ;内容 : 设 i 
接着 介绍 了 在 


指数 时 间 算 法 的 
用 方法 多 pe 


解释 下 列 名 词 ， 算 法、 频率 计数 、 多 项 式 时 间 算法 、 指 数 时 间 算法 。 
2. 算法 分 析 的 目的 是 什么 ? 
3. 什么 是 事前 分 析 和 事后 测试 ? 
4. 评价 一 个 算法 应 从 哪 几 个 方面 考虑 ? 
5. 对 于 下 列 函 数 ， 求 使 得 第 二 个 函数 比 第 一 个 函数 小 的 n 的 最 小 值 (n 为 自然 数 )。 
Dn’, 10n ©@2", 20 nz/logn, n(logn) na/2,n281 
注 : 本 书 中 如 果 没 有 特别 说 明 ， 所 有 对 数 的 底数 均 为 2。 





习题 与 思考 





递归 算法 与 分 治 算法 


(1) 理解 并 掌握 递归 算法 的 实现 机 制 ; 

(2) 熟练 掌握 递归 关系 式 的 求解 方法 ; 

(3) 掌握 用 求解 递归 关系 式 的 方法 分 析 递 归 算 法 租 分 治 算法 的 时 间 复 杂 度 ; 
(4) 理解 并 掌握 设计 有 效 算法 的 分 治 策略 

(5) 掌握 分 治 算法 的 设计 方式 。 


知识 苇 芍 图 























分 治 算法 求解 二 分 搜索 问题 









分 治 算法 求解 挂 序 问题 


分 治 算法 求解 选手 问题 





本 章 的 重点 在 于 理解 递归 算法 的 基本 概念 及 实现 机 制 ; 掌握 递归 算法 设计 的 基本 思想 ; 
理解 分 治 算法 的 基本 设计 原理 ; 掌握 怎样 使 用 分 治 策略 来 解决 二 分 搜索 问题 、 归 并 排序 问 
题 、 快 速 排序 问题 和 选择 问题 等 各 类 问题 ; 如 何 运用 递归 关系 式 的 求解 方法 分 析 递归 问题 





算法 分 析 与 设计 教 答 O 〇 ) 。 
一 oO) 


与 分 治 问题 的 时 间 复 杂 度 ; 难点 是 如 何 将 递归 算法 转化 为 最 优化 的 非 递归 算法 ， 从 而 提高 
求解 问题 的 效率 。 


本 章 最 重要 的 概念 是 递归 算法 和 分 治 算法 的 基本 概念 ， 本 书 中 讲授 的 每 一 个 算法 都 是 
用 于 解决 某 一 类 问题 的 ， 本 章 中 所 讲授 的 递归 算法 和 分 治 算法 也 是 如 此 。 这 就 
们 设计 算法 解决 一 个 实际 问题 之 前 ， 必 须 首先 分 析 这 个 实际 问题 具有 哪些 特征 然 
这 些 特 征 选 择 相应 的 算法 进行 求解 ， 往 往 会 获得 事半功倍 的 效果 。 全 针对 每 个 递归 算 
TO 


牢 牢 把 握 以 上 两 个 基本 原则 。 


























递归 算法 是 一 内 自 妈 间 用 目 当 或 辣 接 民 用 日 映 的 过 2 
归 技术 ， 往 往 会 使 得 对 于 算法 的 描述 不 仅 简单 明了 A 


和 验证 算法 的 正确 性 。 实 际 上 ， 正 是 由 于 对 很 

过 程 更 加 容易 而 有 效 。 因 此 ， 在 计算 机 软件 

可 或 缺 的 算法 。 在 思想 方法 上 ， 我 们 大 体 上 
为 


递归 称 为 递归 算法 ， 基 于 分 治 思想 的 i 
na 


算法 设计 之 中 ;分 治 算法 把 一 个 问 
完全 相同 的 解决 思路 ， 进 而 可 忆 
归 函 数 。 这 两 种 递归 函数 都 是 通过 自己 调用 自己 
题 ， 最 终 达 到 求解 的 目的 。 性 质 相同 就 是 指 解 决 
问题 的 方法 是 完全 相同 的 。 递归 算法 充分 地 利用 了 计算 机 系统 的 内 部 机 能 ， 
寸 程 中 对 于 相关 且 必 要 的 信息 的 保存 与 恢复 ， 因 此 ， 在 编程 实现 时 可 以 省 略 
二 细 世 的 维 ， 兴 到 宙 正 过 角 才 有 站 法 首先 地 好 季子 和 站 的 内 





法 设计 的 过 程 中 使 用 递 

解 ， 而 且 会 使 程序 员 容易 编程 
予 递归 技术 求解 ， 使 得 求解 
法 是 一 种 非常 重要 并 且 不 


















法 将 归纳 法 的 思想 应 用 于 
， 每 个 子 问题 与 原 问题 具有 













































一 般 说 来 ， 对 于 递归 函数 的 调用 形式 通常 有 如 图 2.1 所 示 的 4 种 。 

对 于 图 2.1(a) 来 说 ， 当 主 程序 执行 到 CALL A 时 ， 系 统 自 动 地 保存 好 1: 语句 在 指令 
区 的 地 址 (为 了 后 文 叙述 方便 起 见 ， 不 妨 设 地 址 为 1， 下 同 ), 便于 递归 调用 函数 A 结束 以 后 
能 够 从 系统 获得 返回 地 址 ， 并 且 按 照 返回 地 址 执行 下 一 条 指令 。 
对 于 图 2.1(b) 来 说 ， 主 程序 中 有 多 次 对 递归 函数 A 的 调用 。 在 第 k 次 重复 调用 递归 函 
数 A 以 前 ， 系 统 自动 地 保存 好 地 址 k， 以 便于 第 k 次 调用 函数 A 结束 以 后 能 够 顺利 地 按 地 
址 k 返回 。 这 种 情况 与 图 2.1(a) 所 示 的 不 一 样 ， 即 保存 的 应 有 多 个 , 但 在 某 一 时 刻 最 多 只 能 
保存 一 个 地 址 ， 一 旦 获得 地 址 返回 后 ， 保 留 的 地 址 k 将 被 系统 释放 。 


@y 
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1 
图 2.1 递归 函数 调用 的 4 种 形式 < 
对 于 图 2.1(c) 和 图 2.1(d) 来 说 ， 当 主 程序 执行 到 CALL B 时 ， 系 统 将 自动 
也 保存 好 地 址 1， 转 入 递归 函数 A 或 B， 在 第 二 次 调用 j ER LLB 或 CALL A 时 ， 
再 次 保存 好 地 址 2， 当 执行 完 递 归 函 数 B 或 A 以 后 获得 地 址 2 并 且 返 回 ， 继 续 执行 ， 当 
| 





递归 函数 A 或 B 执行 完 以 后 ， 获 得 地 址 1 并 且 返 加 行 完 主 程序 为 止 。 图 2.1(c) 和 
图 2.1(d) 这 两 种 情况 不 同 于 图 2.1(b)， 在 茶 一 时 ， 而 且 后 保存 的 地 址 先 
放 。 因 此 ， 对 于 图 2.1(c) 和 图 2.1(d)， 关 驰 4 管 总 用 栈 的 方式 来 实现 。 
此 不 难得 出 以 下 结论 : 系统 在 实现 递归 现 数 的 调用 时 4 方式 管理 调用 递归 函 


应 
对 的 返回 地 址 。 
英 顽 化 而 提供 局 部 变量 的 概念 及 实现 。 


局 部 变量 (包括 形 参 ) 分 配 一 定 的 存 

外 的 程序 直接 访问 ， 这 些 递归 函数 之 

就 确保 了 局 部 变量 及 其 特性 的 实现 。 将 这 些 

局 部 变量 、 返 回 地 址 较 好 地 实现 这 一 要 求 。 因 此 ， 被 调 过 程 对 于 其 中 

的 局 部 变量 的 操作 就 是 页 中 相应 变量 的 操作 ， 这 些 局 部 变量 随 着 被 调 过 程 的 执行 而 存 
在 于 栈 项 ， 当 被 调 ; 束 以 后 ， 局 部 变量 从 栈 项 移出 。 


2.1.2 ape 

在 计算 机 的 高 级 语言 中 ， 实 参与 形 参 的 数据 传送 通过 两 种 方式 来 实现 ， 其 一 是 按 值 传 

0 高 级 语言 中 的 值 参 )， 其 二 是 按 地 址 传送 (如 高 级 语言 中 的 变 参 )。 由 于 形 参 与 实 参 结合 

\ 同 ， 在 函数 调用 前 后 ， 值 参 对 应 的 实 参 的 值 是 不 会 发 生变 化 的 ， 但 是 变 参 所 对 应 

: 参 的 值 会 将 执行 过 程 中 对 变 参 的 修改 进行 回 传 。 对 于 变 参 的 回 传 值 ， 计 算 机 有 两 种 内 
部 实现 的 方法 。 

(1) 两 次 值 传送 方式 : 按照 指定 类 型 为 变 参 设置 相应 的 存储 空间 ， 在 执行 函数 调用 时 ， 

将 实 参 值 传送 给 变 参 ， 在 返回 时 将 变 参 的 值 回 传 给 实 参 。 

(2) 地 址 传送 方式 : 在 内 部 将 变 参 设置 成 为 一 个 地 址 ， 函 数 调用 时 应 首先 执行 地 址 传 

送 ， 即 将 实 参 的 地 址 传送 给 变 参 ， 在 函数 执行 的 过 程 中 ， 对 变 参 的 操作 实际 上 变 为 对 所 对 
应 的 实 参 的 操作 。 

为 了 讨论 问题 方便 起 见 ， 在 以 下 讨论 递归 问题 时 ， 我 们 对 变 参 的 值 的 回 传 采 用 第 一 种 


方式 ， 即 两 次 值 传送 方式 。 

















































































释 
数 
在 内 部 实现 时 ， 编 译 系统 为 每 
储 空 间 ， 并 且 限 定 这 些 局 部 变 





变量 实 
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除了 变 参 以 外 ， 还 有 函数 的 值 的 回 传 。 有 两 个 原因 使 这 种 回 传 不 能 直接 进行 ;其 一 是 
由 于 要 将 仅 能 在 被 调用 层 使 用 的 变量 的 值 传送 到 调用 层 的 变量 ， 因 此 不 能 在 调用 层 直接 进 
行 ， 其 二 是 因为 各 种 不 同 的 调用 操作 中 的 实 参 的 多 样 性 ， 从 而 使 得 传送 不 能 在 被 调用 层 直 
接 进 行 。 正 因 如 此 ， 我 们 可 以 借用 一 个 全 局 变量 ， 通 过 栈 的 方式 实现 回 传 。 然 而 ， 这 种 方 
式 容易 造成 栈 的 结构 上 的 不 一 致 ， 以 及 调用 操作 的 次 序 问题 等 不 便 之 处 。 因 为 在 某 个 时 刻 ， 
最 多 只 能 有 一 个 返回 操作 ， 所 以 在 以 后 的 讨论 中 ， “从 的 全 局 


































































































变量 ， 用 来 存放 回 传 值 。 


2.1.3 递归 函数 调用 的 内 部 操作 
综 上 所 述 ， 递 归 函 数 调用 的 内 部 实现 包括 两 个 方面 。 


(1) 在 执行 调用 时 ， 系 统 至 少 应 执行 以 下 3 步 操作 : 
@ 返回 地 址 入 栈 ， ee 空间 ; 
@) 为 被 调 递归 函数 准备 数据 ， 计 算 实 参 值 ， 并 将 栈 项 的 形 参 ; 
@ 将 指令 流转 入 被 调 递归 函数 的 入 口 处 。 
(2) 在 执行 返回 操作 时 ， 系 统 至 少 应 执行 以 下 4 
Q@ 如 果 有 变 参 或 是 函数 ， 将 其 值 保存 到 i 
@ 从 栈 顶 取出 返回 地 址 ; 
@ 按照 返回 地 址 返回 ， 
@ 如 果 有 变 参 或 是 函数 ， 则 从 
递归 调用 过 程 是 自己 调用 
自身 代码 的 复印 件 ， 那 么 递 丹 实现 过 : 
部 实现 时 ， 系 统 却 并 复制 显 月 
于 这 方面 的 细节 问 深究 。 


2.2 ”递归 算法 的 设计 
























































也 看 的 什 传 送 给 相应 的 变量 或 位 置 上 。 
多 这 有 5 , 销 褒 阁 每 一 次 的 这 归 调 用 看 作 是 调用 
钴 中 一般 函数 的 实现 过 程 相同 。 然 而 ， 在 内 

入 到 内 存 ， 而 是 使 用 代码 共享 的 方式 ， 关 































































该 明白 究竟 哪些 问题 可 以 使 用 递归 算法 进行 求解 ， 或 者 换 句 话说 ， 可 以 采 
进行 求解 的 问题 必须 具有 哪些 特征 呢 ? 一般 说 来 ， 可 以 使 用 递归 算法 求解 的 问 

满 是 以 下 3 个 条 件 : 

( 订 问题 P 的 描述 涉及 规模 ， 即 P(size); 

(2) 问题 的 规模 发 生变 化 后 ， 解 决 问题 的 方法 完全 相同 ， 并 且 原 问题 (通常 是 大 规模 的 
问题 ) 的 解 由 小 规模 问题 的 解构 成 ; 

(3) 小 规模 的 问题 是 可 以 求解 的 (在 有 限 步 内 可 以 停机 )。 

递归 算法 的 思想 渊源 来 自 于 古老 的 归纳 法 的 思想 方法 。 对 于 一 个 数据 规模 为 P(n) 的 问 
题 ， 归 纳 法 的 思想 方法 如 下 : 

(1) 基础 步 : al 是 问题 P(1) 的 解 。 

(2) 归纳 步 : 对 于 任意 的 k(k=1,2…,n), 如 果 b 是 问题 P(k) 的 解 ,那么 P(b) 就 是 问题 P(k+1) 
的 解 。 其 中 ，P(b) 是 对 于 b 的 某 种 运算 或 者 操作 。 
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例如 ， 由 于 ai 是 问题 P(1) 的 解 ， 如 果 az=P(a)， 那 么 a 就 应 该 是 对 问题 P(2) 的 解 ， 依 
此 类 推 ， 如 果 a, ,是 问题 Pr-1) 的 解 ， 并 且 aa=P(a, ,)， 那 么 a 就 是 问题 P(n) 的 解 。 

因此 ,为 了 求 问题 P(n) 的 解 a， 可 以 先 去 求解 问题 P(n-1) 的 解 a,,， 然 后 再 对 a,_ ,进行 P 
运算 或 者 P 操作 。 为 了 求 问题 P(n-1) 的 解 ， 应 先 求 问题 P(n-2) 的 解 ， 这 样 下 去 ， 不 断 地 进行 
有 限 次 递归 求解 ， 直 到 P(1) 为 止 。 当 得 到 P(1) 的 解 以 后 ， 再 反 过 来 ， 不 断 地 将 所 得 到 的 解 进 
行 P 运 算 或 者 P 操作 ， 直 到 获得 P(n) 的 解 为 止 。 这 就 是 基于 归纳 的 递归 算法 的 思想 方法 。 

在 计算 机 算法 分 析 与 设计 中 ， 递 归 算法 是 十 分 有 用 的 。 使 用 递归 算法 和 六 使 得 函 
数 的 定义 及 对 于 算法 的 描述 不 仅 变 得 简捷 而 且 易 于 理解 。 有 些 数据 结构 i; 如 树 树 等 ， 
于 其 自身 固有 的 递归 特性 ( 树 与 二 又 树 的 定义 )， 特 别 适合 于 使 用 # 式 来 表述 。 此 
外 ， 还 有 一 些 问题 ， 虽 然 其 本 身 并 没有 明显 的 递归 形式 结构 ， 但 是 ; 问题 满足 上 面 所 
述 的 3 个 条 件 ， ra 个 例子 。 























































































例 2.1 计算 阶乘 函数 n 


阶乘 函数 可 以 归纳 定义 为 以 下 形式 
1 mW 
"| | 










这 是 一 个 人 们 颇 为 熟悉 的 最 简单 的 据 规模 ) 的 定义 域 是 非 
负 整 数 ， 满 足 上 面 的 条 件 (1)， 递 归 3 全 出 函数 的 初始 值 ， 是 非 递归 地 
定义 的 。 每 个 递归 函数 都 必须 具有 非 甫 类 定 及 全 值 % 否则 ， 就 无 法 对 递归 函数 进行 计 


来 表示 较 大 自 变量 的 函数 值 的 方式 
来 定义 n 的 阶乘 ， 定 义 式 的 「 阶乘 ， 是 一 个 递归 定义 式 ， 满 足 上 面 的 
条 件 (2) 和 (3)， 因 此 该 以 及 用 六 法 解 。 实 现 它 的 递归 算法 如 下 。 
算法 2.1 计算 队 
输入 : n 
输出 : nl! 





NA return 1;» 

. else 
6 return nx factorial (n-1); 
i 


该 算法 的 第 三 行 判断 是 执行 基础 步 还 是 执行 归纳 步 ， 第 四 行 执行 基础 步 ， 它 就 是 递归 
算法 的 出 口 ; 第 六 行 执行 归纳 步 。 取 乘法 运算 作为 这 个 算法 的 基本 操作 ， 此 递归 算法 的 时 
间 复 杂 度 可 由 下 面 的 递归 方程 确定 


f(0)=0 
f(n)=f(n—1)+1 
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则 fn)=f(n-1D)+1=f(n-2)+2=…=f(0)+n=0+n=n= O(n) ， 因 此 ， 这 个 递归 算法 的 时 间 复 杂 
度 是 BO) 。 

例 2.2 计算 整数 的 非 负 整数 次 究 

算法 2.2 ”计算 整数 的 非 负 整数 次 宕 

输入 : 整数 x 和 非 负 整数 n 


输出 : x 的 mn 次 肾 
。 int Power(int x,int n) 
. NN 








int y; 
if (n=0) y=1; 


1 
2 
3 
恒 
Sw else { 
6. y=power (x,n/2); 
7. Se bes 
8. if (ng$2==1) 

9. y=Yy*x; NS 

\ _ 
10. } 
us return y; 7 
第 4 行 执行 基础 步 ， 当 n=0 时 ， Ne 6 一 9 行 执行 归纳 步 ， 在 计算 

了 x" 的 基础 上 , 分 两 种 情况 讨论 : 空 (总 ;如果 n 为 奇数 , 则 xn=xx(x"2)。 
如 果 将 第 7 行 的 乘法 作为 这 个 算 Pe 
| 


淡 
4 =f(n/2)+1 
fl29， 


令 nrab We” 将 上 式 变换 为 下 式 : 


g(0)=1 


得 到 ] 











g(k)=f(k -D+1 


入 NS f(n)=g(k)=k+1=logn+1= O(logn) 
得 注意 的 是 ， 上 述 递归 算法 的 每 一 次 递归 过 程 ， 都 需要 分 配 常数 个 工作 单元 ， 递 归 
深度 为 logn， 因 此 该 算法 用 于 递归 栈 的 工作 单元 数 与 logn 为 同一 数量 级 ， 即 为 @dlogn) 。 
例 2.3 基于 递归 算法 的 插入 排序 。 
如 果 要 对 n 个 元 素 组 成 的 数组 A 进行 排序 ， 可 以 按照 以 下 方式 进行 。 
算法 2.3 基于 递归 算法 的 插入 排序 
输入 : 数组 A[ ]， 数 组 中 的 元 素 个 数 n 
输出 : 按 非 递减 顺序 排序 的 数组 A[ ] 


1. template<class Type> 





2. void insert sort rec(Type A[ ], int n) 


、 
SS 己 章 递 算法 与 分 治 算法 
GO 





3. { 
4 int k; 
本 Type a; 
6 n=n-1; 
9 if(n>0) { 
8 insert sort recl(A, n); 
-局 a=A[n]; 
10. k=n-1; 
1 while((k>=0)&& (A[k]>a)) { 
2 A[k+1]= A[k]; 
Les k=k-1; 
14. } 
5s A[k+1]=a; 
16. } 
pr | 
该 算法 的 第 7 行 判断 是 执行 基础 步 还 是 执行 归 n=1, 就 执行 基础 步 , 此 时 ， 


























于 只 有 一 个 元 素 ， 因 此 不 进行 任何 算法 操作 ， 立 四 | 第 8o=15 行 执行 归纳 步 操作 。 





























第 8 行 对 数组 A[ ] 前 面 的 n-1 个 元 素 进 行 排序 ， 1 的 nr1 
个 元 素 逐 一 进行 比较 ， 并 且 根据 比较 结果 将 果 我 们 
取 元 素 的 比较 操作 作为 这 个 算法 的 基 的 递归 
关系 式 确定 : 




















自若 分 别 












此 , 这 间 复 杂 度 为 O(n*n) 。 由 于 该 算法 的 每 一 次 递归 ， 都 需要 分 配 常数 
MR 度 应 为 nm， 因 此 ， 算 法 用 于 递归 栈 的 工作 单元 数 与 n 为 同一 数量 级 ， 
即 应 为 6(n)》 一 

| 2 消 小 项 式 求 值 的 递归 算法 。 


设 有 如 下 的 n 阶 多 项 式 : P,(x)=asx?"+a xc 十 … 十 aiX+ ao 


对 每 一 项 求 值 ， 则 需要 n+(n-1)+…+1=n*(n+1)/2 个 乘法 ， 效 率 比较 低 。 但 是 ， 





如 果 我 们 使 用 








秦 九 韶 算法 ， 将 上 面 的 公式 改写 为 P,(x)=a,x"+a,_ 1x” 十 … 十 aiX+ ao 


=((((((an)xt a Xt a Xt ass )X+)X+al)X+ao 





那么 就 可 


| 以 使 用 以 下 的 步骤 进行 归纳 。 





(1) 基础 步 : n=0， 有 Po=an。 


(2) 归纳 


则 应 有 








步 : 对 于 任意 的 k(k=1，2，…n)， 倘 若 前 面 的 k-1 步 已 经 计算 出 了 P.,， 即 


a k-2 
| 


nktl 


=x* 
P=x* Re 十 an 
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假若 用 一 个 数组 来 存放 上 面 的 多 项 式 的 系数 ， 即 将 an 存放 于 A[0]，a, 存放 于 
TU es ， 那 么 对 于 例 2.4 的 多 项 式 求 值 的 递归 算法 可 以 按照 以 下 方式 进行 描述 。 

算法 2.4 多 项 式 求 值 的 递归 算法 

输入 : 存放 于 数组 的 多 项 式 系数 A[ ] 及 x， 多 项 式 的 阶 数 n 

输出 : 阶 数 为 n 的 多 项 式 的 值 


float qinjiushao alm(float x,float A[ ],int n) 
上 
float p; NN 




















1 

区 

4 if (n==0) 
p= A[O]; 
6 

嗓 

8 


else < 
p= qinjiushao alm(x,A,n-1)*x+ 有 [nm 
return p; 
Pg 


如 果 将 算法 的 第 7 行 的 乘法 作为 基本 操作 ， 那 公 时 间 复 杂 度 由 以 下 的 递归 方程 
确定 : By 
和 A 


由 上 面 的 递归 关系 式 ， 不 难得 出 以 下 站 论 : 尝 EGfi) = tn) 。 同 时 不 难看 出 ， 该 算法 用 于 
递归 栈 的 空间 也 应 为 @(m) 。 人 
例 2.5 排列 问题 的 第 归 算 3 J 


假设 有 n 个 元 素 》 了 方 ， 不 妨 将 它们 进行 编号 为 1，2，…，n。 用 一 个 
具有 n 个 元 素 的 数 存放 所 生成 的 排列 ， 然 后 输出 它们 。 假 设 开始 时 ， 这 nm 个 元 素 已 
经 依次 存放 于 类 为 了 生成 这 nm 个 元 素 的 所 有 排列 ， 可 以 采取 以 下 的 步骤 。 

(1) 数 个 元 素 为 1, 即 排列 的 第 一 个 元 素 为 1, 生成 后 面 的 nm-1 个 元 素 的 排列 。 

(2 数 强 的 第 刻 个 元 素 和 数组 的 第 二 个 元 素 互 换 ， 即 使 得 排列 的 第 一 个 元 素 为 2， 生成 
后 面世 元 素 的 排列 。 

(3) 依次 类 推 ， 最 后 ， 数 组 的 第 一 个 元 素 和 数组 的 第 n 个 元 素 互 换 ， 使 排列 的 第 一 个 

为 看 ， 生 成 后 面 的 n-1 个 元 素 的 排列 。 

上 面 步骤 中 的 第 一 步 , 为 了 生成 后 面 的 n-1 个 元 素 的 排列 , 我 们 继续 采取 以 下 的 步 又 。 

(1) 数组 的 第 二 个 元 素 为 2, 即 排列 的 第 二 个 元 素 为 2, 生成 后 面 的 m-2 个 元 素 的 排列 。 

人 @) 数组 的 第 二 个 元 素 和 数组 的 第 三 个 元 素 互 换 ， 即 使 得 排列 的 第 二 个 元 素 为 3， 生 成 
后 面 的 m-2 个 元 素 的 排列 。 

(3) 依次 类 推 ， 最 后 ， 数 组 的 第 二 个 元 素 和 数组 的 第 n 个 元 素 互 换 ， 使 排列 的 第 二 个 
元 素 为 nm， 生成 后 面 的 m-2 个 元 素 的 排列 。 

这 样 的 步 又 可 以 一 直 进行 下 去 ， 即 当 排列 的 前 n-2 个 元 素 确定 了 以 后 ， 为 了 生成 后 
的 2 个 元 素 的 排列 ， 可 以 按照 前 面 类 似 的 方式 进行 : 

(1) 数组 的 第 n-1 个 元 素 为 n-1， 即 排列 的 第 n-1 个 元 素 为 n-1， 生 成 后 面 的 1 个 元 素 
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的 排列 ， 此 时 数组 中 的 n 个 元 素 已 经 构成 了 一 个 排列 。 

(2) 数组 的 第 n-1 个 元 素 与 第 n 个 元 素 互 换 ， 使 排列 的 第 n-1 个 元 素 为 n， 生 成 后 面 的 
1 个 元 素 的 排列 ， 此 时 数组 中 的 n 个 元 素 已 经 构成 了 一 个 排列 。 

如 果 排 列 算法 pl_alm(A,k,n) 表 示 生 成 数组 后 面 的 k 个 元 素 的 排列 ， 那 么 通过 上 面 的 分 
析 ， 不 难得 出 以 下 结论 : 

(1) 基础 步 : k=1， 只 有 一 个 元 素 ， 已 经 形成 了 一 个 排列 。 

(2) 归纳 步 : 对 于 任意 一 个 k(k=2,3,…,n)， 假 如 可 以 根据 算法 pl_alm(A. 
后 面 k-1 个 元 素 的 排列 ， 则 为 了 完成 数组 后 面 k 个 元 素 的 排列 pl_alm(A,ksn) 
数组 中 的 第 n-k 元 素 与 数组 中 的 n-k~n 元 素 进 行 互 换 ， 每 就 执行 一 次 
pl_alm(A,k-1,n) 操 作 ， 并 进而 产生 一 个 排列 。 

这 样 一 来 ， 排 列 生成 的 递归 算法 可 以 按照 以 下 方式 进行 

算法 2.5 ”排列 问题 的 递归 算法 


输入 : 数组 A[ ]， 数 组 的 元 素 个 数 n， MR、 FE 列 的 元 素 个 数 k 
输出 : 数组 A[ ] 的 全 部 排列 情况 













































1. template<class Type> 

2. void pl alm(Type A[ ]， RN 

SR 

4. int i; 

5， if (k==1) 

6. for (i=0;i<i NA 2 个 排列 ,将 其 输出 */ 
cout<<Ai] 各 

8. else{ 党 

9 fo ;省 <n? + /* 生 成 后 续 的 一 系列 排列 形式 */ 
10 Ss. (BRE], AIn- 

Tis pl _alm(A,k-1l,n); 

12. (A[i], A[ln-k]); 


2 
Ne 下 估计 : 当 k=1 时 ， 算 法 的 第 6 行 、 第 7 行 执行 所 生成 
素 的 输出 ， 每 产生 一 个 排列 ， 便 输出 n 个 元 素 。 当 k=n 时 ， 执 行 第 9 一 12 行 for 

9 循环 体 ， 即 对 pl_alm(A,k-1,n) 函 数 执行 n 次 递归 调用 。 通 过 分 析 ， 可 以 建立 以 下 递 
os 








f()=n (n=D) 


f(n)=nf(n-—1) (On>D 
对 上 面 的 递归 关系 式 进行 求解 ， 不 难得 出 f(n)=n*n!。 因 此 ， 排 列 问 题 的 递归 算法 的 时 
间 复 杂 度 是 @(n*n!) 。 由 于 该 算法 的 递归 深度 为 n， 因 此 ， 该 算法 每 一 次 递归 都 需要 常数 
个 工作 单元 , 所 以 , 此 算法 所 需要 的 递归 栈 的 工作 单元 数 应 与 n 为 同一 数量 级 , 即 为 @(n) 。 
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通过 对 以 上 5 个 使 用 递归 算法 求解 问题 的 讨论 , 不 难看 出 , 递归 算法 的 结构 清晰 明了 、 
易于 阅读 ， 甚 至 可 以 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 它 的 正确 性 。 因 此 ， 它 为 算法 设计 和 程序 调试 
都 带 来 了 极 大 的 便利 ， 因 此 ， 递 归 算法 是 算法 设计 中 的 一 种 强 有 力 的 工具 。 
于 递归 算法 是 一 种 自身 调用 自身 的 算法 ， 这 颇 有 点 类 似 于 多 个 算法 (递归 函数 ) 相 互 
嵌 套 调用 的 情况 。 所 不 同 的 是 ， 在 递归 算法 中 ， 调 用 的 递归 函数 与 被 调用 的 递归 函数 是 同 
一 个 函数 。 值 得 一 提 的 是 ， 在 递归 算法 里 ， 需 要 注意 递归 函数 的 调用 层次 ， 也 就 是 递归 深 
度 。 如 果 将 调用 递归 函数 的 主 函数 称 为 第 0 层 调 用 ， 那 么 当 进入 递归 算法 吕 
调用 自身 ， 称 为 第 1 层 调用 ; 依 此 类 推 ， 如 果 从 第 k 层 递归 调用 自身 , / 则 称 
用 。 反 过 来 ， 当 退出 第 k+1 层 调用 时 ， 就 表明 算法 已 经 返回 到 了 第 
风 递 归 函 数 递归 调用 自身 ， 并 进入 新 的 一 层 时 ， 系 统 就 将 它 的 返回 
中 ， 与 此 同时 ， 在 它 的 工作 栈 上 建立 它 的 所 有 局 部 变量 ， 并 部 实际 参数 的 值 传递 给 
相关 的 局 部 变量 。 每 当 从 新 的 一 层 返回 到 原来 的 一 层 时 ， 就 :和 作 栈 上 的 所 有 局 部 变量 ， 
并 且 根 据 工作 栈 上 的 返回 断 点 ， 返 回 到 原来 被 中 断 的 递归 深度 的 不 断 增 加 ， 工 
作 栈 所 需要 的 空间 开销 将 会 不 断 增 大 ， 于 工作 栈 的 从 交 容量 是 有 限 的 ， 有 些 时 候 其 至 会 


导致 溢出 的 现象 ， 因 此 导致 原 问题 无 法 求解 。 同 时 ;强调 用 递归 函数 时 ， 所 进行 的 辅助 
操作 将 随 着 递归 深度 的 增加 会 不 断 增多 。 所 以 ， 通 常 求 说 , * 遂 诅 繁 法 的 执行 效率 很 低 。 所 
和 测 直 求解。 


本 

以 ， 人 们 通常 会 将 其 转化 为 等 价 的 非 递归 算法 怖 循环 进 
道 归 膏 ; a a io 

用 冲 归 而 带 来 的 总 开销 (包括 时 间 开 销 和 空 


时 ， 就 可 以 消去 递归 ， 即 将 该 算法 翻译 成 为 与 之 等 价 的 ， 并 且 仅 
使 用 欠 代 的 算 ; 一 翻译 过 程 既 可 以 使 用 一 组 简单 的 转换 规则 来 完成 ， 又 可 以 根据 具体 
情况 将 所 得到 的 和 代 第 法 做 进一步 的 改进 ， 并 进而 可 以 提高 迭代 过 程 的 效率 。 
Se 细 的 是 将 直接 递归 过 程 翻译 成 只 使 用 迭代 过 程 的 一 组 规则 。 对 于 间接 递归 过 程 









































































































































































理 只 需要 将 这 组 规则 稍 做 修改 即 可 使 用 。 翻 译 主要 是 将 递归 过 程 中 出 现 递 归 调 用 的 位 
介 的 非 递归 代码 进行 置换 ， 并 且 要 对 return 语句 做 适当 处 理 。 
(1) 在 过 程 的 开始 部 分 ， 插 入 说 明 为 栈 的 代码 并 将 其 初始 化 为 空 。 在 一 般 情况 下 ， 这 
个 栈 用 来 存放 参数 、 局 部 变量 和 函数 的 值 ， 每 次 递归 调用 的 返回 地 址 也 要 存 入 栈 。 
(2) 将 标号 Lk 附 于 第 一 条 可 执行 语句 。 然 后 ， 对 于 每 一 处 递归 调用 都 用 两 组 执行 下 列 
规则 的 指令 来 进行 置换 。 
(3) 将 所 有 参数 和 局 部 变量 的 值 都 存 入 栈 。 其 中 ， 可 以 将 栈 顶 指针 作为 一 个 全 局 变量 
来 看 待 。 
(4) 建立 第 k 个 新 标号 Lkg， 并 将 k 存 入 栈 。 这 个 标号 的 k 值 将 用 来 计算 返回 地 址 。 该 
标号 放 在 规则 (7) 所 描述 的 程序 段 中 。 
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(5) 计算 本 次 调用 的 各 个 实 参 (可 能 是 表达 式 ) 的 值 ， 并 且 把 这 些 值 赋 给 相应 的 形 参 。 
(6) 插入 一 条 无 条 件 转移 语句 ， 转 向 过 程 的 开始 部 分 。 
(7) 倘若 该 过 程 是 函数 ， 则 对 递归 过 程 中 含有 本 次 函数 调用 的 那 条 语句 进行 以 下 处 理 : 
将 该 语句 的 本 次 函数 调用 部 分 用 从 栈 项 取 回 该 函数 值 的 代码 来 代替 ， 其 余部 分 的 代码 按照 
原来 的 描述 方式 照 写 , 并 且 将 规则 (4) 中 建立 的 标号 附 于 这 条 语句 上 。 倘若 该 过 程 不 是 函数 ， 
则 将 规则 (4) 中 建立 的 标号 附 于 规则 (6) 所 产生 的 转移 语句 后 面 的 那 条 语句 。 
x 0 








以 上 步 又 是 消去 过 程 中 各 处 的 递归 调用 ,下 面 对 递 归 过 程 中 出 现 的 retu 

(8) 倘若 栈 为 空 ， 则 执行 正常 返回 。 

(9) 若 栈 不 为 空 ， 将 所 有 的 输出 参数 的 当前 值 赋 给 栈 项 上 的 相 上 

(10) 倘若 栈 中 有 返回 地 址 标号 的 下 标 ， 则 插入 一 条 该 下 标 从 4 人 代码， 并且 将 
这 个 下 标 值 赋 给 一 个 没有 使 用 的 变量 。 

(11) ce heel a yd eh 变量 。 

(12) 倘若 这 个 过 程 是 函数 ， 则 插入 以 下 指令 ， 这 计算 紧 接 在 return 语句 后 
面 的 表达 式 并 且 将 结果 值 存 入 栈 顶 。 

(13) 用 返回 地 址 标号 的 下 标 实 现 对 该 标号 的 


在 一 般 情况 下 ， 使 用 上 面 的 规则 都 可 上 刘 翻译 成 与 之 等 价 的 
仅 使 用 和 迭代 的 过 程 。 它 的 效率 通常 要 比 原来 的 高， 步 简化 该 程序 ， 将 会 
使 得 效率 再 次 提高 。 » A 

下 面 ， 我 们 举 一 个 将 递归 算法 车 化 > i ) 的 例子 ， 虽 然 例子 中 的 问 
题 最 好 应 使 用 迭代 算法 进行 求解 ， 得 不 是 特别 直观 ， 但 是 这 个 例 




























































































子 有 助 于 读者 对 于 前 面 的 规 由 
例 2.6 求 整数 a 与 1 的 最 夫 公 约 Sa 
沁 涉 则 是 归于 由 里 得 ( 的 几何 原本 中 ， 欧 几 里 得 给 出 的 解决 方法 后 来 被 
国人 通常 和 


人 们 称 为 欧 几 得 





为 轧 转 相 除法 ， 这 个 方法 的 独特 之 处 就 是 巧妙 地 


NY int resl 


4: i4f( a<b) 

5. { 

6. res = GCD(b,a); 
下 

8. else if(b==0) 
> Pe 

10. res = a 

11. 1 

12. else 

3% 
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读者 可 以 根据 前 面 给 出 的 5 个 例子 分 析 算 法 2.6 的 时 间 复 杂 度 和 空间 开销 情况 。 如 何 
将 其 转化 为 等 价 的 非 递归 算法 呢 ? 如 算法 2.7 所 示 。 
算法 2.7 ”借助 用 户 栈 求解 两 个 整数 的 最 大 公约 数 问题 的 非 递 归 算 法 





人 AS 第 e 章 通 四 算法 与 分 治 算法 
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2.4 ”递归 关系 式 的 计算 





通过 对 前 面 有 关 递 归 算法 的 介绍 ， 不 难 发 现 ， 对 于 所 有 递归 算法 的 运行 时 间 ， 都 可 以 运 
用 递归 关系 式 (递归 方程 ) 进 行 表示 。 这 就 使 得 对 于 递归 方程 的 求解 对 于 算法 分 析 显 得 特别 重 
要 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 为 读者 介绍 两 种 递归 方程 的 求解 方法 : 生成 函数 法 和 特征 方程 法 。 


2.4.1 生成 函数 及 其 性 质 
一 般 说 来 ， 递 归 算 法 的 执行 时 间 应 随 着 递归 深度 的 增加 而 增 





















在 着 相应 的 递归 关系 。 作 为 算法 分 析 者 来 说 ， 一 般 关 注 当 递 | = 时， 序列 中 的 元 素 
an 的 值 。 如 果 可 以 借助 一 个 “参数 ”z 来 建立 一 个 无 穷 级 数 


G(z)= ao+alZ+aoZ2+。 "去 

然后 ， 通 过 对 函数 G(z) 的 一 系列 演算 ， 依 次 
那么 就 可 以 比较 容易 地 求 得 递归 算法 在 递 上 
定义 2.1 令 analaa… 是 一 个 实数 序列 ， 


G(7)= 2-1) 


则 函数 G(z) 称 为 序列 a0,a1,a2, 
当 序 列 ao,a1,a2,… 确 定时 wt 只 依赖 于 “参数 ”z。 反 过 来 ， 当 生 
成 函数 确定 时 ， 所 对 应 的 房 列 
例如 ， 函 数 
= Ct Cix+ Cix? +CIx" 


则 函数 (1+x)" 序列 QC,C!',C?,…,C' 的 生成 函数 。 

心 的 仅仅 只 是 关于 生成 函数 G(z) 的 演算 ， 来 间接 地 求 出 式 (2-1) 级 数 中 
oe ， 而 对 于 级 数 的 敛 散 性 质 并 不 关心 。 实 际 上 可 以 证 明 ， 通 过 生成 函数 
所 进 和 可 演算 都 是 正确 的 ， 而 不 需要 考虑 级 数 的 收敛 性 质 。 















具有 以 下 一 些 基本 性 质 。 
a 令 GD)=》 az 是 序列 awasa2… 的 生成 函数 ,H()=》，bz 是 序 
列 bobubs… 的 生成 数 ， 则 
aG(z) +BH(z) = oD az + B> bz = Yaa, + Bb,)z (2-2) 
是 序列 aas + Bbsaa +Bb aas +Bb,,… 的 生成 函数 。 
CO) 移 位 性 质 ， 令 GW az 是 序列 awavao… 的 生成 函数 ， 则 


2"G(z)= az (2-3) 


人 are wns 
GO - - 


是 序列 0,…,0,ao,a1,a2,… 的 生成 函数 。 
G) 乘法 性 质 ; 令 G(z) = 了 az 是 序列 aoaisa… 的 生成 函数 ，H()=》，bz 是 序列 


i=0 


bo,bi,b2,… 的 生成 函数 ， 则 





G(z)H(z)= (as +az+asz + )(bo + bz+b,z’ +.…) 


=aobo + (aob, +aibo)z+ (aob, +aib, +aabo)Z2 十 … (2-4) 


= cz NN 
是 序列 cueuea… 的 生成 函数 。 其 中 ，c = > aib，。 
i=0 


(4) z 变换 性 质 : 令 GO=y aiz 是 序列 aoataz 
=0 


G(cz) = ao +al(cz) +a,(cz) pas (cz 
i 2 3 3 
一 ao +CalZ+oe RS 





(2-5) 












是 序列 a0,ca,,c*a,… 的 生成 函数 。 特 别 地 ， KK, 
A el 
1l-c¢ 
因此 ， 一 | 是 序列 1 NAY 当 c 引 时 ， 有 
l-cz 
2 
则 一 是 序列 ,45 靖 生成 本 角 
S(G® +G(-2) =ao +as2’ +asz 十 … (2-8) 
可 级 数 中 的 奇数 项 ， 同 理 可 知 ， 利 用 
i 了 Ga -GCCa=az+aza+as25+… (2-9) 
口 





~ 掉 级 数 中 的 偶数 项 。 
5) 微分 与 积分 丙 数 性 质 ， 令 GCO= ya 到 是 序列 auanaa，… 的 生成 函数 ， 对 G(z) 求 
导数 

OE- 十 2a)z+3a3Z2 rs 二 Dalizi (2-10) 


i=0 


显然 ， 加 四 是 序列 a,28,,39,,… 的 生成 函数 。 同 理 ， 对 G(z) 求 积分 可 得 


[GOar=azt Dae + 和 (2-11) 
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则 积分 函数 上 Gd 是 ao 了 ai 了 as a,,… 的 生成 函数 。 
如 果 对 式 (2-7) 求 导数 ， 可 以 得 到 


tt te (2-12) 
= i=0 





那么 





;是 算数 级 数 1,2,3,… 的 生成 函数 。 家 
(1-z) 
如 果 对 式 (2-7) 求 积分 ， 可 以 得 到 
2 4 < (13y 


i 
1-z 2 3 


则 Im 是 调和 级 数 1,1/2,1/3,… 的 生成 函数 。 
从 上 面 的 计算 公式 不 难看 出 : Se 数 展开 式 ， 就 表明 找到 


一 个 特殊 序列 的 生成 函数 。 


7 
2.4.2 ”利用 生成 函数 求解 递归 关系 式 R00 六 
例 2.7 汉 诺 (Hanoi) 塔 问题 。 > 
NN 底座 上 有 


汉 诺 塔 是 一 个 古老 的 游戏 。 游 ， 

3 根 宝石 柱 ， 第 一 根 宝 石柱 上 放 着 许 戏 负 ee 盘 从 第 一 根 
宝石 柱 移 到 第 三 根 宝 石柱 上 ， 第 二 根 宝 有 柱 作 司 过 滤 ” 每 次 只 能 移动 一 个 金 盘 ， 并 且 
大 的 金 盘 不 能 压 在 小 的 金 盘 上 面 。 ` 该 游戏 的 结束 就 标志 着 “世界 末日 ”的 到 来 。 

‘ 




























图 2.2 3 个 金 盘 的 汉 诺 塔 游戏 装置 


~ F 么 是 这 样 呢 ?” 下 面 我 们 进行 简单 的 分 析 。 假 设 宝石 柱 的 编号 分 别 为 A、B 和 C， 
柱 (起 始 柱 ) 上 按照 从 上 到 下 的 顺序 依次 串 上 从 小 到 大 的 64 个 金 盘 ， 和 希望 将 它们 通过 了 B 
针 ( 过 渡 柱 ) 往 C 柱 上 (目标 柱 ) 移 动 。 有 可 能 设计 一 个 算法 ， 将 移动 过 程 打印 出 来 。 如 果 设 定 
n 为 金 盘 的 数量 ，h(n) 为 移动 n 个 金 盘 的 移动 次 数 ， 下 面 我 们 来 估计 一 下 h(n) 的 大 小 。 

(1) 当 n=1 时 ， 即 当 只 有 一 个 金 盘 ， 显 然 只 需要 移动 一 次 ， 即 h(1)=1。 

(2) 当 n=2 时 ， 即 有 一 小 一 大 两 个 金 盘 ， 可 以 按照 以 下 方式 进行 操作 : 首先 将 小 金 盘 
从 A 柱 移动 到 B 柱 ， 然 后 将 大 金 盘 从 A 柱 移 到 C 柱 ， 最 后 将 小 金 盘 从 B 柱 移动 到 C 柱 。 
这 样 一 来 ， 移 动 的 总 次 数 为 : h(2)=2 h(1)+1。 

(3) 当 n=3 时 ， 即 有 一 小 一 中 一 大 3 个 金 盘 ， 可 以 按照 下 面 的 方式 进行 操作 : 首先 将 
小 金 盘 从 A 柱 移动 到 C 柱 ， 然 后 将 中 金 盘 由 A 柱 移动 到 B 柱 ， 接 着 将 小 金 盘 由 C 柱 移动 


























cy) 
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到 B 柱 ， 然 后 将 大 金 盘 由 A 柱 移动 到 C 柱 ， 最 后 ， 按 照 类 似 于 (2) 的 方法 将 B 柱 (过 渡 柱 ) 
上 的 两 个 金 盘 由 B 柱 移动 到 C 柱 。 这 样 一 来 ， 移 动 的 总 次 数 为 : h(3)=2 h(2)+1。 

依次 类 推 ， 可 以 设计 出 求解 汉 诺 塔 问题 的 递归 算法 ， 如 算法 2.9 所 示 。 

算法 2.9 递归 算法 求解 汉 诺 塔 问题 


void hanoi(int n, int a int b, int c) 


全 

a Nn 

wl 

. hanoi(n-1, a, c, b); NN 

















-» 


. move (n,a,b); 


. hanoi(n-1, b, a, c); < 
> 
. else move (n,a,b);  // 结 束 条 件 x 
10. } 


oauwmwN 

























其 中 ，hanoi(n,a,b,c) 表 示 将 A 柱 自 上 而 下 、 一 起 的 n 个 金 片 按照 移动 
规则 移动 到 B 柱 上 并 仍然 按照 同样 的 顺序 登 中 ?了 ee 
move(n,a,b) 表 示 将 A 柱 上 编号 为 n 的 金 片 。 售 ;去 Tarioi 给 出 ， 每 
个 金 盘 的 具体 移动 方式 并 不 清楚 ， 因 此 很 难 3 动 来 模 提 es 然而 ， 这 个 算 


法 易于 理解 ， 也 容易 证 明 其 正确 性 ， 
根据 上 面 的 算法 ， 可 以 得 到 


心 n) t 
TS 征 i 当 作 系数 ， 于 是 可 以 构造 一 个 生成 函数 ， 如 下 

















Q-290GCO -x+xsx+xsXsX+ 一 人 
一 X 


计算 出 
x | 1 
(1-22)0-x) 1-2x 1-x 
=(1+2X 十 4X 炒 X 十 8X 炒 X 炒 X 十 .….)(1 十 X 十 X 米 X 十 久米 又 米 X 十 …) 
=(2—1)x+(4—1)x*X+(8—1)X*X¥*X+… 


=》 Dx 


ial 


G(x)= 








算法 分 析 与 设计 教程 my _ 
~ 


所 以 ，h(n)=2"-1， 它 是 式 中 第 n 项 的 系数 ， 当 n=64 时 ， 移 动 次 数 为 2%-1 次 。 如 果 移 
动 一 次 需要 耗费 1 微 秒 的 时 间 ， 则 移动 所 有 64 个 金 盘 需 要 大 约 585000 年 。 也 就 是 说 ， 即 


使 这 个 算法 设计 好 了 ， 要 让 打印 机 将 所 有 金 盘 的 移动 路 线 都 打印 出 
任务 。 





8 来 ， 也 是 不 可 能 完成 的 


读者 可 以 进一步 考虑 : 如 果 放 的 柱子 数目 多 于 3 个 ， 可 和 否 使 用 递归 算法 求解 呢 ? 关于 


这 个 问题 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 第 4 章 的 课 后 阅读 材料 。 
例 2.8 菲 波 拉 契 序列 问题 。 





菲 波 拉 契 (Fibonacci) 序 列 问题 可 以 描述 成 下 面 的 问题 : 本 一 


子 ， 大 兔子 每 隔 一 个 月 生 一 只 小 兔子 。 第 一 个 月 有 一 只 小 兔子 ， 求 
兔子 。 

下 面 ， 我 们 将 这 个 实际 应 用 问题 抽象 为 一 个 数学 问题 。 和 
数目 ， 则 第 一 个 月 有 一 只 小 兔子 ， 即 fID)=1; 第 二 个 月 小 
然 为 1， 即 f{(2)=1; 第 三 个 月 ， 大 兔子 生 了 一 只 小 兔子 
子 又 生 了 一 只 小 兔子 ， 与 此 同时 ， 原 来 的 小 兔子 又 

















以 后 共 ge 


个 月 以 后 兔子 的 

A 兔子 的 数目 仍 

是 2; 第 四 个 月 ， 2 
， 小 兔子 的 数目 是 1， 





















兔子 的 数目 是 2， 因 此 ， 兔 子 的 总 数 是 3， 依 ? 
ER 3 

其 中 ， 从 第 3 项 开始 ， 任 何 一 项 都 是 相 仑 的 入 NX 

如 果 令 ttn)、T(n) 分 别 表示 第 n 于 i ftn) 为 第 n 个 月 兔子 的 总 
数目 ， 则 有 以 下 关系 式 : 

(nj Tn iD (2-14) 
各 (2-15) 
(2-16) 


前 一 个 月 的 大 兔子 的 数目 与 前 一 个 月 的 小 兔子 的 
子 的 数目 ， 为 前 一 个 月 的 大 兔子 的 数目 ， 式 (2-16) 








™ 
式 (2-14) 表 示 第 n 个 Rn 
数目 之 和 ， 式 (2-15) 表 和 示 第 宣 个 月 的 小 





表示 第 mn 个 月 的 量 是 该 月 的 大 兔子 数目 与 小 兔子 数目 之 和 。 由 这 3 个 式 子 ， 可 以 
”2 
py f(n)=1 (n=D) 
< f(n)=2 n=2) 
J f(n)=f(n-D)+f(n-2) (n>2) 





AN 求解 上 面 的 递归 关系 式 ， 将 fm) 当 作 系 数 ， 于 是 可 以 构造 一 个 生成 函数 ， 如 下 ; 
F(x) =f(Dx +f(2)x*x+f(3)xX*Xx*xX+.. 


为 了 求解 fn) 的 值 ， 需 要 对 F(x) 进 行 演算 ， 求 出 它 的 解析 表达 式 ， 再 将 解析 表达 式 转 
换 成 为 相应 的 寡 级 数 ， 级 数 中 x" 项 的 系数 ， 就 是 ftn) 的 值 。 因 此 ， 我 们 可 以 得 到 下 式 : 
F(x)—xF(x)—x*x*F(x) 
=f(1)x +f(2)x *x+f(3)x*x*x+...—x(f()x+f(2)x*x+..)—x*x(f(D)x+:…) 
=f(Dx+(f(2)-f(D)x*x+(f(3) 一 f(2) 一 fCD)X*xxx 二 … 


兰 基 
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Xx bp 
1—x—x*x (x+1/2)*(x+1/2)—(V5/2)*(V5/2) 
_1 1 1 
w\5|1-2x/V5-D 1+2x/(V5+D) 


令 
4 1 一 2 
th) <R 


整理 得 到 
F(x) = 

















则 应 有 
1 


P= (Bx ob" bx" x 只 
因此 ， 展 开 式 中 的 第 n 项 系数 为 CN 


io- 


菲 波 拉 契 序列 有 很 多 奇妙 的 性 质 ， 其 中 ， 当 项 于 无 穷 大 时 ， 相 邻 两 项 之 比 (前 
项 除 以 后 项 ) 近 似 为 “黄金 分 割 ”就 是 其 中 的 一 人 二 分 1 
2.4.3 k 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 式 下 XK 


如 果 递 归 关 系 式 的 形式 为 : 
f(n)=af(n — D+ af(n ~ fn 一 k) 


















2 (2-17) 
= 0, A 
aaa k 阶 党 线性 齐 次 递归 关系 式 。 式 (2-17) 中 的 第 二 式 是 该 
递归 关系 式 的 初始 条 件 ; ，bi 是 常数 ， 在 式 (2-17) 中 ， 如 果 用 x" 置换 f(n)， 则 应 有 






x" =ax" yasx" +.+ax" 


上 式 两 边 分 别 除 以 x"“ ， 可 得 到 
Xk = aiXk 十 2Xc 十 … 十 ah 
Co 


J Xx: ax lax .a =0 (2-18) 
a 
可 以 通过 求解 特征 方程 的 根 ， 进 而 求 得 递归 关系 式 的 通 解 ， 再 运用 递归 关系 式 的 初始 
条 件 ， 确 定 通 解 中 的 待定 系数 ， 并 且 最 终 求解 得 到 递归 关系 式 的 解 。 下 面 ， 我 们 将 分 两 种 
情况 进行 讨论 。 
第 一 种 情况 : 特征 方程 的 k 个 根 都 是 单 根 。 此 时 ， 令 q1，q2，…，qx 是 特征 方程 的 根 ， 
则 递归 关系 式 (2-17) 的 通 解 为 

















fn)=ciq +c,q2 十 … 十 cuqk (2-19) 
第 二 种 情况 : 特征 方程 的 k 个 根 中 有 T 个 重 根 q，qirtt，…，qiei 时 ， 递 归 关系 式 (2-17) 
的 通 解 形式 为 


fnD) =ciqy + 和 十 cuigqP 二 (ci 二 con+ 十 chen )q 十 十 cq (2-20) 


Ea 
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一 了 3 
在 式 (2-19) 与 式 (2-20) 中 ，ci,c2,…,ck 是 待定 系数 。 把 递归 关系 式 的 初始 条 件 代 入 式 (2-19) 
与 式 (2-20) 中 ， 建 立 联 立 方程 ， 依 次 确定 系数 cl,c…,ck， 并 且 最 终 可 以 求 出 通 解 fm)。 


例 2.9 求解 三 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 式 。 
局 =9f(n—1)—26f(n—2)+24f(n—3) 


f(0O) = 6,f(D =17,f(2)=53 
解 : 特征 方程 为 
x’—9x’*+26x—24=0 
对 此 特征 方程 进行 因 式 分 解 得 
(x—2)(x—3)(x—4)=0 
解 此 方程 得 到 了 3 个 特征 单 根 qi=2，qs=3，qs=4 
因此 ， 上 面 的 递归 关系 式 的 通 解 为 和 
tk 








3 
由 初始 条 件 得 
f(0) = ci +¢, + = Wy 
f(D = 2c +36. hon 六 
f(2)=407h oR i NX 
解 此 方程 组 得 : ci=3，cz=1，c $A 
此 ， 该 递归 关系 式 的 解 为 

F(R 2) +3f(n -3) 


例 2.10 求解 三 阶 常 系数 
(0)=1,f(1) =2,f(2)=7 


< DD= 
解 : 特征 
x’—5x* +7x—-3=0 
Lf 


J (x-D(x-D(x-3)=0 
入 党 求 得 该 特征 方程 的 一 个 单 根 和 一 个 二 重 根 分 别 是 qqj=3，qz3=1( 二 重 根 )， 
L 


以 ， 此 递归 关系 式 的 通 解 应 为 


fn) =ciq' +(c +can)q> 





















代入 初始 条 件 ， 得 
f(0)=ci +c: =1 
f(D =3c +c, +cs =2 
f(2)=9ci +c +2c; =7 
解 此 方程 组 得 c=1，c=0，c 一 1。 
则 此 递归 关系 式 的 解 


@r 


fn) =ciq' +(c, +cin)qz =3" —n 
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2.4.4 k 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递归 关系 式 
当 递 归 关 系 式 的 形式 为 
f(n)=af(n—D)+a,f(n—2)+:…+a, f(n—k)+g(n) 
(2-21) 
f(i)=b; (i=0,1,2,…,k—1) 
我 们 通常 把 这 种 形式 的 递归 关系 式 称 为 k OO 





形式 是 f(n)=f(n)+f(n) ， 其 中 ，f(n) 是 所 对 应 的 齐 次 递归 关系 式 的 3 来 非 
齐 次 递归 关系 式 的 特 解 。 

目前 ， 我 们 尚未 有 一 个 寻找 特 解 的 有 效 方法 ， i 
定 特 解 的 系数 。 下 面 ， 我 们 列举 几 种 常见 的 特 解 形式 。 

(1) g(m) 是 n 的 m 次 多 项 式 ， 即 


g(n)=bn™ +bn™ 十 … 
其 中 ，bi(i=1,2,…,m+1) 是 常数 。 特 解 f(n) 也 是 n 的 
f(n) = An™ A + 
其 中 ，Ai(i=1,2,…,m+]) 是 待定 系数 。 个 
(2) g(m) 是 如 下 形式 的 指数 函数 : WL 
g(n)=(bin he an (2-24) 


其 中 ，a，bi(i=1,2,…,m+1) 是 常 不 式 所 对 应 的 特征 方程 的 重 根 ， 则 特 
解 fan) 的 形式 如 下 : 


CN 1{.] FA n+ A )ar (2-25) 
其 中 ，Ai(i=1,2,…,mt+ Ea > 
如 果 a 是 递归 关系 式 所 对 应 的 特征 方程 的 p 重 特征 根 (特别 的 ， 如 果 a 是 特征 方程 的 单 
根 ， 则 p=1)， 式 应 为 
wn Dawe 
NY 求解 三 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递归 关系 式 。 
入 f(0)=1 
f(D)=2 
x*—7x+10=0 
所 以 ， 立 即 得 到 此 特征 方程 有 两 个 特征 单 根 q1/=2，q2=5。 
fn)=ci2" +c,5" 
令 非 齐 次 递归 关系 式 的 特 解 为 


f(n) =(An™ +An™ + 十 Aun+Ai)nnran (2-26) 
| f(n)=7f(n—l)—10f(n—2)+4n*n 
解 : 此 递归 关系 式 所 对 应 的 齐 次 递归 关系 式 的 特征 方程 是 
因此 ， 相 应 的 齐 次 递归 关系 式 的 通 解 是 
f(n) =Am+An+A， 
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2 玫 > 
C 


代入 原来 的 递归 关系 式 ， 并 化 简 得 到 
4Ain’ +(-26A, +4A,)n+33A, —13A, +4A; =4n’ 
通过 比较 系数 ， 得 到 以 下 方程 组 
4A1=4 
-26A, +4A, =0 




















f= tos tm + nti 


33A, -13A, +4A; =0 
解 此 联 立方 程 组 ， 可 得 : Al=1，As=13/2，As=103/8。 
此 ， 我 们 可 以 得 到 以 上 非 齐 次 递归 关系 式 的 通 解 是 NN 


将 初始 条 件 代入 上 面 的 通 解 形式 ， 可 得 
f(0)=0 + + -1 和 
8 K 
1 

















解 : 此 递归 关系 式 所 对 应 的 齐 次 递归 关系 式 的 特征 方程 是 


xz -7x+l2=0 
ji 即 得 到 此 特征 方程 有 两 个 特征 单 根 qj=3，q2=4。 
局 的 齐 次 递归 关系 式 的 通 解 是 


人 J f(n)=c,3" +c,4" 
-~ 齐 次 递归 关系 式 的 特 解 为 
f(n) = (An+A,)2" 
将 特 解 代入 原来 的 递归 关系 式 并 整理 得 
2Ain+2A, -10A, = 4n 
通过 比较 系数 ， 得 到 以 下 联 立 方程 组 
2A,=4 
2A, -10A, =0 
解 此 联 立 方程 组 ， 可 得 Ali=2，A2=10。 
因此 ， 我 们 可 以 得 到 以 上 非 齐 次 递归 关系 式 的 通 解 是 














er 


-en 
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f(n)=c3" +c,4" + (2n +10)2" 
将 初始 条 件 代 入 上 面 的 通 解 形式 ， 可 得 
| f(0)=c, +c +10=1 


f(D)=3c, +4c, +24=2 
解 上 面 的 联 立方 程 组 ， 可 得 cl 一 14，cz=5。 
因此 ， 原 非 齐 次 递归 关系 式 的 解 为 
f(n)=—14*3" +5*4" +(2n+10)2" 


=14*3" +5*4 + (n+5)2"" A 


2.5 ”分 治 算法 的 基本 设计 原 








， 其 中 k 是 大 于 1 且 不 超过 mn 的 自然 
适当 的 方法 将 它们 合并 成 整个 问题 

思想 就 是 将 整个 问题 划分 成 为 3 
思想 。 一 般 说 来 ， 由 分 值 算 

























原 问 题 具有 相同 的 类 型 。 所 谓 相 同 
模 不 相同 以 外 ， 解 决 问 题 的 方法 完全 


则 可 反复 使 用 分 治 策略 将 这 些 子 问题 分 成 更 小 





一 
vide-and-conquer (P) 


2.h 
NY if(1PI<=n0) adhoc(P); 


. divide P into smaller subinstances Pl1,P2,°",Pk; 


4 
5. for(i=1;i<=k;i++) 

6. yi= divide-and-conquer (Pi); 

7. return merge (yl,y2,°*,yk); 

8.} 

其 中 ，|P| 表 示 问 题 P 的 数据 规模 ，no 为 一 阔 值 ， 表 示 当 问题 P 的 规模 不 超过 no 时 ， 问 
题 已 容易 求解 ， 不 需要 再 继续 进行 分 解 。 所 谓 容 易 求解 ， 就 是 说 计算 机 可 以 通过 较 快 的 算 
法 可 以 求 出 该 问题 的 解 。adhoc(P) 是 该 分 治 算法 的 基本 子 算法 , 用 于 直接 对 于 小 数据 规模 问 
题 P 的 求解 。 当 问题 P 的 数据 规模 不 超过 no 时， 直接 利用 算法 adhoc(P) 进 行 求解 ， 算 法 
merge(yy2 ,yb 就 是 该 分 治 算法 中 的 合并 子 算法 ， 用 于 将 P 的 子 问题 Pi,P2…,Pk 的 解 


多 
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ywy2…,yk 合并 为 原 问 题 P 了 的 解 。 
根据 分 治 算法 的 分 划 原 则 ， 应 将 原 问题 分 划 为 多 少 个 子 问题 才 较 为 适宜 呢 ? 每 个 子 问 
题 是 否 具有 相同 的 数据 规模 或 怎样 才 为 适当 ? 这 些 问题 虽然 很 难 给 予 确 定 的 回答 ， 但 是 我 
们 从 大 量 实践 中 发 现 ， 在 使 用 分 治 算法 设计 算法 时 ， 最 好 使 子 问题 的 规模 大 致 相同 。 也 就 
是 说 ， 将 一 个 问题 分 解 成 大 小 相等 的 k 个 子 问题 的 处 理 方法 是 行 之 有 效 的 。 很 多 问题 可 以 
取 k=2。 这 种 使 子 问题 规模 大 致 相等 的 取 法 来 源 于 一 种 平衡 (balancing) 子 问题 的 思想 ， 它 几 
平 总 是 比 子 问题 规模 不 相等 的 取 法 要 好 。 
从 上 面 的 分 治 算法 的 描述 中 ， 可 以 看 出 ， 分 治 算法 的 设计 由 以 下 3p 个 3 
(1) 划分 步 : 在 这 一 步 ， 将 输入 的 问题 实例 划分 为 k 个 子 问题 说 来 , 好 尽 可 能 
使 得 这 k 个 子 问题 的 数据 规模 基本 相同 。 在 大 多 数 情况 下 ， 取 k= 4 情形 下 ， 也 
可 以 取 k=1 的 划分 ， 但 这 仍然 是 将 问题 划分 成 为 两 部 分 ， 取 丢弃 另 一 部 分 。 
例如 ，2.6 节 要 讲 到 的 二 分 搜索 问题 ， 如 果 采 用 分 治 算法 进 各 可 以 这 样 进 行 处 理 。 
(2) 治理 步 ， 当 原 问题 的 数据 规模 大 于 某 个 预定 义 的 对 ， 治 理 步 由 k 个 递归 调 
S ， 一 般 来 说 ， 阔 值 的 大 小 经 常 
设置 成 no=8 或 16， 有 时 可 以 


改进 算法 的 性 能 ; 可 是 倘若 继续 增 大 阔 值 ， 使 | 某 污 点 法 的 性 能 就 开始 下 降 。 
这 在 很 大 程度 上 取决 于 算法 中 的 adhoc 对 敏感 程度 3 merge 的 处 理 情况 。 
但 是 ， 应 该 指出 的 是 ， 在 某 些 算 法 里 ,赋值 可 能 二 AN 它 必须 大 于 某 个 常数 。 


通过 仔细 地 分 析 算 法 ， 通 常 可 以 找到 记 
(3) 组 合 步 : 组 合 步 将 各 个 予 问题 
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算法 的 有 效 性 在 很 大 程度 上 4 ?为 了 更 准确 地 理解 这 一 点 ， 我 们 假定 问 
题 的 数据 规模 n=k"， 阔 为 1 的 问题 ， 需 要 耗费 1 个 单位 时 间 ; 
当 把 原 问 题 P 划分 merge 把 k 个 子 问题 的 解 合并 成 为 原 问 
题 的 解 ， 需 要 耗费 bn ，b 是 某 个 正常 数 。 那 么 ， 分 治 算法 的 计算 时 间 可 
以 根据 以 下 的 递 | 


1 (n=1) 
T(n)= 


2 一 kT(n/k)+bn (n>1) 
又 由 k"， 因 此 ， 有 


T(k™) =kT(k™) + bk™ 
T(k")=h(m)， 则 以 上 的 递归 关系 式 可 以 转化 为 


1 (m=0) 
h(m)= 


kh(m—D)+bk™ (m>0) 
求解 这 个 递归 关系 式 ， 可 以 得 到 
T(n)=h(m)=k(kh(m—2)+bk™)+bk™ 
=k’h(m—2)+2bk"™ =… 
=k"h(0)+mbk™ =n+bnlog,. n 
由 上 面 的 式 子 可 以 看 到 ， 算 法 的 整个 运行 时 间 中 ，adhoc 子 算法 共 耗 费 n 个 单位 时 间 ， 


se meno 
©O - ~ 


而 组 合 步 耗费 的 时 间 为 bnlog,n 时 间 。 当 b>1， 并 且 数 据 规模 n 很 大 时 ， 组 合 步 耗费 的 时 
间 确 定 了 整个 分 治 算法 的 实际 性 能 。 

从 以 上 的 分 析 不 难 发 现 ， 分 治 算法 的 计算 时 间 与 adhoc 子 算法 、 组 合 步 merge 子 算法 
的 计算 时 间 及 将 原 问 题 划 分 的 子 问题 个 数 k 有 关 。 在 确定 分 治 算法 计算 时 间 的 递归 关系 式 
中 , adhoc 子 算法 的 计算 时 间 确 定 了 递归 关系 式 的 初始 值 ; 组 合 步 merge 子 算法 的 运行 时 间 
确定 了 递归 关系 式 的 非 齐 次 项 ， 而 子 问题 的 个 数 k 确定 了 递归 关系 式 的 低 阶 项 的 系数 。 下 
面 的 几 个 定理 ， 说 明了 这 几 个 参数 与 算法 时 间 复 杂 度 的 关系 。 












引 理 2.1 令 a、c 是 非 负 整 数 ，b、d 和 x 是 非 负 常 数 ， 对 于 某 个 非 负 n=ck 
则 递归 关系 式 
d (n=D) 
f(n)= 
af(n/c)+bn” (三 < 
的 解 应 是 oOR 
bn log .n+dn” NS 六 
f(n)= 


由 引 理 2.1， 可 以 得 到 以 下 两 个 
推论 2.1 令 a、c 是 非 负 
则 递归 关系 式 


的 解 满足 (2-27) 

7 dn Ga <0d> ee) 
< f(n)= (2-28) 
NX> Cen" <0,d< He) 
a-c c-a 


f(n)<(d+ be ee (a>c') (2-29) 

a-c 

证 明 : 式 (2-27) 可 以 直接 由 引 理 2.1 得 出 ， 证 明 从 略 ， 下 面 证 明 式 (2-28)。 
由 于 a<c*， 有 log ua<log .cs =x ， 因 此 有 

nesea <n*; 根据 引 理 2.1， 可 以 得 出 

fm) = (d+ ne 一 

a-c = 

bec” 


Cc-—a 














bc Ja 





3 


)n* + (db ne 
C 一 a 


a 
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一 
Q 
此 ， 当 d>-ps ”时 ， 有 
已 一 站 
fn) < nr + (db )n* =dn* 
| C= 
当 d<-pe ”时 ,有 











Cc-a 
f() < Cn 伶 
Lt 
所 以 ， 式 (2-28) 成 立 ， 证 毕 。 


同 理 可 证 式 (2-29) 亦 成 立 ， 证 明 过 程 作为 练习 留 给 读者 。 
推论 2.2 令 a、c 是 非 负 整数 ，b、d 和 x 是 非 负 人 常数， 对 于 荣 个 非 负 整数 k， 有 n=c%， 


则 递归 关系 式 
d (n RN 
fn) = 


af (n/c)+ bn 





证 明 ; 可 以 从 引 理 21 : 
从 以 上 的 引 理 与 推论 全 可 以 得 到 定 乔 25. | 
定理 2.1: 令 a、 Ee, 民间 和 x 是 非 负 常数 ， 对 于 某 个 非 负 整数 k， 有 nek， 


则 递归 关系 式 
d (n=1) 
En) 


Xs af(n/c)+bn” (n 三 2) 
是 
OO) (axe) 
f(n)= 


OO logn) (a=c) 
O(n")  (a>c9) 


如 果 令 x=1， 则 应 有 
GO) (a<c) 
f(n)= > logn) (a=c) 
On) (a>c) 


证 明 : 从 引 理 2.1 及 推论 2.1 可 以 直接 得 出 ， 证 明 从 略 。 
在 分 治 算法 中 ， 数 据 规模 为 n 的 问题 ， 也 有 可 能 被 分 解 成 为 k 个 数据 规模 各 不 相同 的 
子 问题 。 此 时 ， 对 于 所 列 出 的 递归 关系 式 ， 如 果 使 用 归纳 法 求解 ， 则 存在 一 定 程度 的 困难 。 


@r 


<) 
oy 递归 算法 与 分 治 算法 
6、 一 人 


但 是 ， 在 绝 大 多 数 情况 下 ， 给 定 的 递归 关系 式 类 似 于 某 个 已 知 的 递归 关系 式 ， 并 且 后 者 的 
解 是 预先 知道 的 。 这 时 ， 首 先 可 以 假设 所 列 出 的 递归 关系 式 的 解 与 已 知 递归 关系 式 的 解 存 
在 一 个 常数 因子 c 的 关系 ; 接 下 来 ， 证 明 并 推导 出 该 常数 因子 的 大 小 ， 并 进而 从 侧面 证 
明 所 列 出 的 递归 关系 式 的 上 界 或 下 界 。 按 照 这 种 方法 ， 我 们 可 以 证 明定 理 2.2。 

定理 2.2: 令 b、d 和 ci、c 是 大 于 0 的 常数 ， 则 以 下 递归 关系 式 


b (n=D) 
f(n)= 
f[(cn)]+f[(c,n)]+bn (n>2) / 


的 解 即 是 
@nlogn) (citc,=1) 
f(n) 


Q(n) (G+c,< Me 
特别 地 ， 当 ec +c, <1 时 ， 有 < 


fo 过 一 名 > 
1l-¢c, < , 
关于 定理 4.2 的 证 明 , 可 以 参考 相关 文 明 凯 问 题 分 解 以 后 的 子 问题 
数据 规模 之 和 小 于 原 问题 的 规模 时 ， 算 法 的 i 时 间 可以 达到 导数 量 级 ， 即 @(n)。 但 是 必 
须 注意 ， 这 个 线性 时 间 是 需要 乘 以 问题 的 数据 规模 越 小 ， 常 数 因子 越 
小 ; 反 过 来 ， 原 问题 的 数据 规模 大 越 
以 上 讨论 的 是 分 治 算法 的 基 2 


子 来 说 明 怎样 针对 具体 EA 


inAry 56arch) 算 法 是 运用 分 治 算法 的 一 个 经 典范 例 , 它 所 针对 的 搜索 问题 是 : 
已 知 一 命 按照 非 降 次 序 排列 的 元 素 表 a,a,,…,a, ， 要 求 判 定 某 个 给 定 元 素 x 是 不 是 在 该 表 
现在 该 表 中 ， 则 找 出 这 个 元 素 x 在 表 中 的 出 现 位 置 ， 并 且 将 此 位 置 的 下 标 

给 变量 ; 如 果 元 素 x 没有 出 现在 该 表 中 ， 则 将 变量 j 的 值 置 为 0。 这 个 问题 
Ra 和 将 其 分 解 成 为 一 些 子 问题 ， 一 种 可 能 的 解法 是 ， 任 意 选取 一 个 
下 ， 由 此 立即 得 到 原 问 题 的 3 个 子 问题 : T=(k-Lala…atx)，D=(Lakx) ， 与 
DB=n-kas ax) 。 对 于 子 问题 D， 我 们 可 以 通过 比较 x 与 ak 之 间 的 大 小 来 解决 。 妇 
果 x=ak， 那 么 j=k， 此 时 ， 不 需要 再 对 子 问题 0 与 子 问题 D 进行 求解 否则， 将 子 问题 人 
中 的 变量 j 的 值 置 为 0， 即 j=0， 此 时 ， 如 果 x<ak， 则 只 有 子 问 题 Ti 留待 求解 ， 将 子 问题 B 
中 的 变量 j 的 值 置 为 0， 即 j=0。 如 果 x>ak， 则 只 有 子 问题 B 留待 求解 ， 将 子 问题 Di 中 的 变 
量 j 的 值 置 为 0,， 即 j=0。 在 将 元 素 x 与 元 素 ak 进行 了 比较 以 后 ， 留 待 求 解 的 问题 (如 果 有 的 
话 ) 可 以 再 一 次 使 用 分 治 策略 来 进行 求解 。 如 果 待 求解 的 问题 (或 者 子 问 题 ) 所 选择 的 下 标 k 
都 是 其 中 间 元 素 的 下 标 (例如 ， 对 于 原 问题 IT， 则 应 选择 k= 后 那么 所 产生 的 算法 就 


办 




















































则 。 接 下来， 我 们 使 用 一 些 经 典 的 例 
来 设计 有 效 的 分 治 算法 。 
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是 通常 所 说 的 二 分 搜索 算法 。 
具体 的 分 治 算法 可 以 描述 成 为 算法 2.11。 
算法 2.11 求解 二 分 搜索 问题 的 分 治 算法 
1. template<class Type>/* 在 "a[0]<= a[1]<=..<=a[n-1] "中 搜索 元 素 x, 找到 元 素 x 
时 返回 其 在 数组 中 的 位 置 ， 否 则 返回 -1*/ 


2. int BinarySearch(Type a[ ], const Typeé& x, int n) 

x 

4. int j, left=0; 

5 int right=n=1; 

6. whilel(left<=right) 

ot 

8. int middle=(left+ right)/2; 

9. if(x< a[middle]) 

10. right=middle-1; 

11. if(x> ar[middle]) > 

12. left=middle+l; 

13. else Sp 

14. j=middle; _ 

15. return “人 

a 

17. j=0; 

18. return -1; ai Xx*7 
> 7 


19. } DS ba 

为 了 判断 二 分 搜索 是 否 为 去 个 算法 元 除 了 全面 所 述 的 内 容 以 外 ， 还 必须 使 元 素 x 与 
a[middle] 的 比较 有 比较 适当 的 定义 。 些 外， 还 需要 判断 二 分 搜索 算法 是 否 会 停机 。 关 于 这 
一 点 ， 留 待 证 明 算法 的 正确 性 时 予以 回答 。 

在 对 算法 的 正确 性 给 出 证 明之 前 ， 为 了 增加 对 该 算法 的 置信 度 ， 不 妨 用 一 个 具体 的 例 
子 来 模拟 算法 .1 让 的 找 行 过 程 。 

例 -2“13 ”假定 在 数组 af0 : 8] 中 按照 非 递减 顺序 存放 着 以 下 9 个 元 素 : -7,-3,2,5,7,13， 
53,83,97¢ 

J] 要求 搜索 下 列 x 的 值 : 97，-6 和 83 是 否 在 数组 a[0 : 8] 中 出 现 。 

通过 分 析 ， 不 难 发 现 这 是 两 次 成 功 搜索 和 一 次 不 成 功 的 搜索 。 在 模拟 算法 2.11 的 执行 
时 内需 要 跟踪 整 型 变量 left，right 和 middle。 其 跟踪 轨迹 由 表 2-1 列 出 。 




















表 2-1 例 2.13 的 实际 运行 轨迹 


























x=-6 Xx=83 
left | Right middle left right middle 
o | 0 8 4 
5 | 5 8 6 
7 | 
:| 7 8 7 
查找 失败 查找 成 功 





人 | 
NA 第 己 章 递归 算法 与 分 治 位 法 

关于 程序 正确 性 的 证 明 目 前 还 是 一 个 尚未 解决 的 难题 。 在 这 里 我 们 仅仅 只 给 出 二 分 搜 
索 算 法 正确 性 的 一 种 “ 非 形式 化 的 证 明 ”。 
假定 待 比较 元 素 x>a[middle] 之 类 的 比较 运算 可 以 适当 地 被 执行 ， 并 且 二 分 搜索 算法 中 
的 全 部 语句 都 可 以 按照 所 需要 的 那样 工作 。 起 初 ，left=0，right=n-1，(n=1,2,…)， 并 且 
a[0]<=a[1]<=…<=a[n-1]。 如 果 n=0, 则 二 分 搜索 算法 将 不 进入 while 循环 , 变量 j 被 置 为 0， 
算法 终止 (停机 )。 否 则 ， 算 法 将 会 进入 while 循环 去 查找 元 素 x 是 否 是 数组 a[ i 
对 于 每 一 次 循环 ， 有 可 能 被 检查 比较 的 元 素 是 a[left],a[left+1],…,a[middle],… ke 如 果 
x=a[middle], 则 应 将 middle 的 值 送 给 变量 j, 同时 ,二 分 搜索 算法 成 功 地 络 小 。 ddle]， 
则 说 明 元 素 x 根本 不 可 能 出 现在 数组 a[ ] 中 的 从 a[middle] 到 afright] 的 KR ， 于 是 ， 
可 以 将 查找 范围 缩小 到 数组 a[ ] 中 的 从 af[le 提 到 a[middle-]] 的 各 个 元 素 中 一 来 ， 尽 管 
查找 范围 缩小 了 ， 可 是 却 并 不 影响 搜索 结果 ， ee 小 索 范围 的 工作 是 
语句 right=middle-1 完成 的 。 同 理 ， 如 果 x>a[middle]， er left=middle+1 将 下 
标 left 增加 到 middle+1 的 方式 来 缩小 ete i 果 。 又 由 于 left 与 right 



























































都 是 整 型 变量 ， 按 照 上 述 方式 缩小 搜索 区 域 总 是 使 left 变 得 比 right 大 。 名 


果 出 现 这 种 情况 ， 则 说 明 元 素 x 不 可 能 出 现在 应 退出 循环 ,变量 j 被 置 为 
0， 算 法 终止 (停机 )。 证 毕 。 RN 2 

emty 它 要 站 放 数 组 a[ ], 还 要 有 存 

因此 ,所 需 要 的 空间 位 置 应 是 nt5。 至 


放 变 量 left，middle，right，x 与 j 四 位 b 
于 二 分 搜索 算法 的 计算 时 间 ， sR Ff 情况 < 不 情况 及 平均 情况 这 3 种 情况 分 别 
予以 讨论 。 为 了 清楚 起 见 ， 对 将 


情况 区 分 为 搜索 成 功 的 最 好 情 
况 和 搜索 不 成 功 的 最 好 情 NG 














情况 和 平均 情况 的 分 析 也 可 以 进行 类 似 
处 理 。 很 显然 ， TY Ce 的 情况 下 ， 才 会 出 现成 功 搜索 的 情况 ， 
因此 ， 二 人 天 六 作 币 可能 全 全 向 为 了 别 试 全 部 不 成 功 的 搜索 ， 只 需要 将 元 素 x 
取 n+l 个 不 同 的 值 到 钨 ] 中 任意 两 个 相 邻 元 素 之 间 的 区 间 有 mL 个 ， 再 加 上 小 于 af[0] 
和 大 于 afn-1] 各 尖 个 区 闻 总 共有 n+1 个 区 间 ， 元 素 x 可 以 在 这 n+l 个 区 间 的 任意 一 个 区 扯 
取 值 )。 因此, 只 要 在 计算 出 二 分 搜索 算法 在 元 素 x 这 2n+1 种 取 值 情况 下 的 执行 时 间 以 后 ， 
TR 最 坏 情况 及 平均 情况 这 3 种 情况 的 计算 时 间 就 轻而易举 了 。 

亏 分 提 索 算法 的 一 般 情 况 进行 具体 分 析 以 前 ， 不 妨 首先 对 于 例 2.13 所 给 出 的 实例 
些 什么 特征 ， 从 二 分 搜索 算法 中 可 以 看 到 ， 所 有 












































本 上 都 是 在 进行 比较 和 数据 传送 。 前 两 条 语句 和 最 末 一 条 语句 是 赋值 语句 ， 频 率 

为 1。 在 while 循环 中 ， 我 们 将 重点 讨论 元 素 x 和 数组 af ] 中 的 元 素 比较 ， 而 其 余 计 

算 的 频率 计数 显然 与 这 些 元 素 比 较 运算 的 频率 计数 具有 相同 的 数量 级 。 表 2-2 列 出 了 元 素 x 
与 例 2.13 中 的 数组 a[0 : 8] 中 的 每 个 元 素 进行 的 成 功 比 较 所 需要 的 次 数 。 








表 2-2 ”元素 x 与 例 2.13 中 元 素 比 较 表 












a 
数组 元 素 
比较 次 数 





从 表 2-2 中 ， 不 难看 出 ， 要 找到 一 个 元 素 至 少 需要 进行 1 次 比较 ， 至 多 需要 进行 4 次 
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比较 。 如 果 对 于 找到 的 9 项 比较 次 数 取 平均 值 ， 即 可 以 得 到 每 一 次 搜索 成 功 的 平均 比较 次 
数 为 25/9 汪 2.77 次 ,搜索 不 成 功 (搜索 失败 ) 的 终止 方式 取决 于 元 素 x 的 取 值 ,总 共有 9+1=10 
种 可 能 的 取 值 方式 。 与 搜索 成 功 的 比较 次 数 讨论 类 似 ， 我 们 也 可 以 按照 以 下 方式 讨论 搜索 
不 成 功 时 的 元 素平 均 比 较 次 数 : 如 果 x<a[0]，a[0]<x<a[1]，a[1]<x<a[2]，a[4]<x<a[5]， 
a[5]<x<a[6] 或 af6]<x<a[7]， 为 了 确定 元 素 x 不 在 数组 a[ ] 中 出 现 ， 二 分 搜索 算法 需要 进行 3 
次 元 素 比较 ， 而 对 于 元 素 x 取 值 的 其 他 情况 ， 则 需要 进行 4 次 元 素 比较 。 这 样 产 来， 对 于 
一 次 不 成 功 搜索 (搜索 失败 ) 的 元 素平 均 比 较 次 数 就 是 (3+3+3+4+4+ 
=34/10=3.4 次 。 

在 元 素 x 的 所 有 可 能 取 值 的 (2n+1) 种 情况 中 ， 不 难看 出 ， 二 分 ; 一 次 运行 
过 程 都 与 一 系列 的 middle 值 相关 ， 即 二 分 搜索 算法 的 执行 过 程 其 
中 一 系列 中 间 元 素 a[middle] 的 比较 过 程 。 人 们 通常 可 以 使 用 元 到 
法 全 部 可 能 的 执行 过 程 是 清楚 的 。 这 种 用 来 描述 二 分 搜索 过 程 的 二 元 树 称 为 二 元 
比较 树 。 比 较 树 的 结 点 由 称 为 内 结 点 和 外 结 点 的 两 种 结 点 组 成 \ 其 中 ， 每 个 内 结 点 表示 进 
行 一 次 元 素 比较 ， 它 用 圆 形 结 点 进行 表示 ， 每 一 个 元 素 比较 序列 。 在 以 元 素 
比较 为 基础 的 二 分 搜索 算法 中 ,每 个 内 结 点 存 F 
的 值 。 外 结 点 用 一 个 矩形 结 点 表示 ， 在 二 
功 搜索 情况 。 这 样 一 来 ， 如 果 元 素 x 在 
处 结束 ， 这 个 圆 形 结 点 就 指出 元 素 
不 在 数组 a[ ] 中 出 现 ， 那 么 二 分 搜索 
组 情况 下 的 二 元 比较 树 ， 它 刻画 
过 程 。 

































圆 形 结 点 











> CA YY 
区 2 只 
| 图 2.3 二 分 搜索 算法 的 二 元 比较 树 


了 说 明 这 一 过 程 , 我 们 仍然 以 例 2.13 中 的 数据 集 为 例 ， 如 果 取 元 素 x=13， 那 么 在 执 

行 二 分 搜索 算法 时 ， 首 先 将 元 素 x(13) 与 a[4]=7 进行 比较 ， 如 果 元 素 x>a[4]， 则 下 一 次 与 其 

右 结 点 ， 即 数组 a[ ] 中 下 标 为 6 的 元 素 进行 比较 ;如 果 元 素 x<a[6]=53， 则 下 次 与 数组 a[ ] 

中 下 标 为 6 的 元 素 的 左 结 点 , 即 数 组 a[ ] 中 下 标 为 $ 的 元 素 进行 比较 ; 如 果 元 素 x= a[5]=13， 
则 说 明 元 素 x 在 数组 af ] 中 已 经 找到 ， 二 分 搜索 算法 成 功 终止 (停机 )。 

借助 于 二 元 比较 树 ， 二 分 搜索 算法 的 计算 时 间 可 以 通过 定理 2.3 给 出 。 

定理 2.3: 如 果 在 区 间 [25+，29) 中 ， 对 于 一 次 成 功 的 搜索 ， 二 分 搜索 算法 应 至 多 进行 i 

次 比较 , 而 对 于 一 次 不 成 功 的 搜索 , 二 分 搜索 算法 应 至 多 进行 1 次 比较 或 者 进行 i 次 比较 。 

证 明 : 考察 以 n 个 结 点 描述 二 分 搜索 算法 执行 过 程 的 二 元 比较 树 ， 所 有 成 功 搜索 都 在 
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内 部 结 点 处 结束 ， 而 所 有 不 成 功 搜索 都 在 外 部 结 点 处 结束 。 又 由 于 27"<nk2i， 因 此 ， 所 有 
的 内 部 结 点 在 第 1,2,…,i 级 , 可 是 所 有 的 外 部 结 点 在 第 i 级 和 第 itl 级 (注意 : 令 二 元 比较 树 。 | 和 
的 树 根 在 第 1 级 )。 也 就 是 说 ， 成 功 搜索 在 第 i 级 终止 所 需要 进行 的 元 素 比较 次 数 是 i 次 ， NR 二 
而 不 成 功 搜索 在 第 i 级 外 部 结 点 终止 的 元 素 比较 次 数 是 -1 次 。 从 而 该 定理 得 证 。 A 

定理 2.3 说 明 , 最 坏 情 况 下 的 成 功 搜索 和 不 成 功 搜索 的 计算 时 间 都 应 为 @(logn) 。 最 好 
情况 下 的 成 功 搜索 在 第 1 级 的 结 点 处 达到 ， 因 此 计算 时 间 为 6(1) 。 最 好 情况 下 的 不 成 功 搜 
OO 












































第 计 1 级 ,因此 每 种 不 成 功 搜索 的 时 间 都 应 为 @(logn)。 所 以 , 平均 情况 下 不 的 计 
算 时 间 应 为 G(logn)， 记 为 U(n)。 下 面 ， 我 们 利用 外 部 结 cos 元 比较 树 的 树 














根 的 距离 和 之 间 的 一 种 简单 关系 ， 由 不 成 功 搜索 的 平均 比较 次 数 3 搜索 的 平均 比 
较 次 数 。 为 了 讨论 问题 方便 起 见 ， 下 面 定义 两 个 概念 : 由 树 根 开 结 点 的 距离 之 和 











称 为 内 部 路 径 长 度 I; 由 树 根 到 所 有 外 部 结 i 长 度 E。 容易 证 明 
I 与 外 部 路 径 长 度 EE 之 间 应 满足 关系 式 为 yn n 为 二 元 比较 树 中 的 内 
结 点 数 )。 令 SCn) 为 成 功 搜索 时 的 平均 比较 数 ， RS 点 表示 的 元 素 所 需要 的 

加 1 











ee SO=I n+l， 而 到 任何 一 个 外 
部 结 点 所 需要 ri 5 )=E/(n+1)， 利 用 以 上 公 
式 可 以 立即 推出 下 面 的 关系 式 


4 /n)U(h)- 1 
根据 式 可 以 看 出 平均 情况 下 ， RS 直接 相 
关 的 ， 即 Sm 和 U(m) 是 AN (WO Bd, 所 以 成 功 搜索 的 计算 时 间 S(n) 
Te 
综 上 所 述 ， 一 分 抽 索 外 法 errno 
天 24 二 分 Rt 


“> 2.7 分 治 算法 求解 归并 排序 问题 




























Ql(logn) 
Ql(logn) 




















J 
> sort) 问 题 是 运用 分 治 思想 实现 的 又 一 经 典范 例 。 归 并 排序 算法 是 用 分 治 
A 个 元 素 进行 排序 的 算法 。 它 的 基本 思想 是 : 首先 将 待 排序 的 n 个 元 素 分 成 大 
小 大 致 相同 的 两 个 子 集合 ， 然 后 分 别 对 这 两 个 子 集合 进行 排序 ， 最 后 将 排 好 序 的 子 集合 归并 
成 为 所 要 求 的 排 好 序 的 集合 .归并 排序 算法 可 以 按照 如 下 的 方式 递归 地 进行 描述 成 算法 2.12。 
算法 2.12 含有 递归 调用 过 程 的 归并 排序 算法 
template<class Type> 
void MergeSort (Type a[ ],int left,int right) 
区 
if (leftCright) /* 至 少 有 2 个 元 素 */ 
{ 
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6. int i=(lefttright)/2; YH 

7. MergeSort(a,left,i); 

8. MergeSort(a, i+1l, right); 

9. Merge (a,b，left,i，right);  /* 归 并 到 辅助 数组 b[ ]*/ 
10. Copy (a,b，left,right); /* 将 数组 b[ ] 中 已 排 好 序 的 元 素 复制 回 原 数组 a[ ] 中 */ 
11. } 
oe 


其 中 ， 归 并 排序 算法 的 递 轨 过 程 只 是 将 待 排序 的 集合 一 分 为 二 ， 直 至 待 半 
下 一 个 元 素 为 止 ， 然 后 不 断 合并 两 个 已 排 好 序 的 数组 段 。 函 数 Merge 的 功能 



















个 已 经 
排 好 序 的 数组 段 归 并 到 一 个 新 的 数组 b[ ] 中 ， 我 们 通常 将 这 个 新 的 数 引 尔 为 辅助 数组 





然后 由 Copy 函数 将 归并 以 后 的 数组 段 再 复制 回 原 数组 af ] 中 。 


实现 分 治 策略 核心 思想 的 就 是 算法 2.12 中 的 Merge 函 现 过 程 描述 成 算法 2.13。 
算法 2.13 ”使 用 辅助 数组 归并 两 个 已 排 好 序 的 集合 。 入 

1. template<class Type> 

2. void Merge (Type a[ ], Type b[ ],in 


数组 , 它 含 有 两 个 放 在 a[1: m] 和 a[m+1: r] 中 的 已 排 好 序 
归并 成 为 一 个 新 的 数组 ， 并 存放 到 全 程 数 组 a[1 : 外 


将 这 两 个 已 经 排序 好 的 数组 
多 一 个 辅助 数组 b [1:r]*/ 
Bl 
4. int i=17 
5. int j=mt+1; 
6. int k= 1; we 
7. while( (i<=m) && (jer 家 的 元 素 都 没有 取 尽 时 */ 
8. if (a[i]<= a[j]) 一 
9.，b [k++]=a[i+ 蔬 ] »4 
10, else 2 / 
11. b[k+t+]= 5 一 
j;q<=r; q+t+) /* 对 集合 中 的 剩余 元 素 进行 处 理 */ 


b{k++)=a[lq]; 
Fr 
etre q=i;q<=m; q++) /* 将 已 经 归并 了 的 集合 复制 到 全 程 数组 a[ ] 中 */ 


| pb [k++]=a[q]; 
8 } 





























8 int r)/*a[l:r] 是 一 个 全 程 






TI To 
14 

















7 1， 我 们 通过 一 个 具体 的 实例 来 模拟 算法 2.12 和 算法 2.13 的 执行 过 程 。 

例 2.14 使 用 归并 排序 算法 ， 将 含有 10 个 元 素 的 数组 A=(300,280,170,600,350， 
420,800,250,440,500) 按 照 非 降 次 序 进 行 排序 。 

规 并 排序 算法 首先 将 含有 10 个 元 素 的 数组 A 分 成 两 个 各 自 含有 5 个 元 素 的 子 数组 ， 
然后 将 子 数组 A[1 : 5] 分 成 大 小 为 3 和 2 的 两 个 子 数组 ， 再 将 子 数组 A[1 : 3] 分 成 大 小 为 2 
和 1 的 两 个 子 数组 , 最 后 将 子 数组 A[1 : 2] 分 成 各 含 一 个 元 素 的 两 个 子 数组 , 此 时 就 开始 归 
并 过 程 。 此 时 的 状态 可 以 排 成 为 下 列 形式 : 

(300|280|170|600,350|420,800,250,440,500) 

其 中 ， 直 杠 表示 子 数组 的 边界 线 。 归 并 A[1 : 1] 和 A[2 : 2] 得 

(280,300|170|600,350|420,800,250,440,500) 


























26 


CO 递归 算法 与 分 治 算法 
©O - Ca 


再 归并 A[1 : 2] 和 A[3 : 3] 得 
(170,280,300|600,350|420,800,250,440,500) 
然后 将 A[4 : 5] 分 成 两 个 各 自分 别 含 有 一 个 元 素 的 子 数组 ， 再 将 两 个 子 数组 归并 得 
(170,280,300|350,600|420,800,250,440,500) 
接着 归并 子 数组 A[1 : 3] 和 A[4 : 5] 得 
(170,280,300,350,600|420,800,250,440,500) 
此 时 ， 算 法 就 将 返回 到 归并 排序 算法 第 一 次 递归 调用 后 继 语句 的 开始 准备 执 
行 第 二 条 递归 调用 语句 。 又 通过 反复 地 递归 调用 和 归并 过 程 ,将 子 数组 A[6:1 排 好 
其 结果 如 下 : 


(170,280,300,350,600|250,420,440,500, 00) 
到 目前 为 止 ， 我 们 有 了 两 个 各 自 含有 5 nnn 组 。 


并 过 程 得 到 最 终 的 排 好 序 的 结果 如 下 : 
(170,250,280,300,350,420, 的 2 
图 2.4 所 示 的 是 在 数据 规模 n=10 的 情况 下 ， 产生 的 对 它 自 己 进行 一 





经 过 最 后 的 归 





系列 递归 调用 的 树 表示 。 每 个 结 点 中 的 一 对 值 都 是 参 WAT 值得 一 提 的 是 ， 


集合 的 分 划一 直 进 行 到 产生 只 含有 单个 元 素 的 所 示 的 则 是 一 棵 表示 归 
排序 算法 对 函数 Merge 调用 的 树 。 en 及 r 的 值 。 例 如 ， 
含有 值 1,2,3 的 结 点 表示 子 数组 A[1:2] 科 en 2 


3 








ER] Ek] My 


2.5 用 树 表示 对 于 函数 Merge 的 调用 








算法 分 析 与 设计 教程 《 7 _ 
9 











如 果 归 并 时 间 与 数据 规模 n 成 正比 ， 那 么 归并 排序 的 计算 时 间 可 以 采用 递归 关系 式 描 





述 如 下 : 


a (n=1) 
T(n)= 


2T(n/2)+cn (n>1) 


在 这 里 ，a 和 都 是 常数 ， 当 n 是 2 的 寡 即 n=2* 时 ， 可 以 通过 逐次 代入 求 世 其 解 。 
T(n)=2[2T(n/4)+cn/2]+cn 


=4T(n/4)+2cn 
4[2(T/8)+cn/4]+2cn ( 


=2TU+kcn 
=an+cnlogn 





















到 









素 进 行 两 两 配对 ， 然 后 用 归并 排序 算 ; 
组 集合 ， 然 后 再 将 它们 排序 成 长 度 


数组 排 好 序 。 
按照 以 上 的 算法 思想 ， 消 去 递 姑 以 后 的 
算法 2.14 ee 
3 








9。 st=s; 

10. MergePass(b,a,s,n); /* 归 并 到 数组 a[ ]*/ 
ll Stemay 

do 

ee 


NY MergePass (a,b,s,n); /* 归 并 到 数组 b[ ]*/ 


， 如 此 继续 下 去 ， 直 至 整个 








在 这 里 ， 函 数 MergePass 用 于 归并 已 经 排 好 序 的 相 邻 数组 集合 。 具 体 的 归 关 


算法 

















如 果 2*<n<2**', 则 容易 求解 得 到 : T(n) 乏 T(25)。 所 以 时间 复杂 度 为 Tn) = OOnlogn) 。 
对 于 归并 排序 算法 ， 还 可 以 从 多 方面 对 其 进行 总 到 归并 排序 中 含有 递归 调 有 


过 程 ， 对 于 大 规模 的 数据 量 来 说 ， 执 行 效率 比较 低 。 , ,我们 可 以 从 分 治 策略 的 机 制 入 
手 , 消除 归并 排序 算法 中 的 递归 调用 。 按 照 这 我 们 组 a[ ] 中 相 邻 的 元 


们 排序 ， et 为 2 的 排 好 序 的 子 数 


法 可 以 按照 以 下 方式 描述 为 算法 2.14。 




















函 


数 Merge 来 实现 ， 有 具体 实现 方法 如 算法 2.13。 其 中 需要 特别 注意 的 是 定义 关于 类 型 为 Type 
的 元 素 的 比较 运算 “<=”。 特 别 需要 指出 的 是 ， 如 果 Type 是 自 定义 的 ， 那 么 必须 重 载运 算 


“<= ”。 归 并 相 邻 子 数组 算法 的 描述 形式 如 算法 2.15。 
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算法 2.15 归并 相 邻 子 数组 的 算法 


1. template<class Type> 

2. void MergePass (Type x[ ]， Type y[ ],int s,int n) /* 归 并 大 小 为 s 的 相 
邻 子 数组 */ 

< 
int i=0; 


while (i<=n-2*s) /* 归 并 大 小 为 s 的 相 邻 两 段子 数组 */ 

Merge (x,y, i,it+s-1,i+2*s-1); 

i=i+2*s; 

~ 
10. if(its<n) /* 剩 下 的 元 素 个 数 少 于 2 性 / 
Lls Merge (x,y, i,i+s-1,n-1); 
2 else 和 
Ss for (int j=i;j<=n-1;j++) 
14. y[j]=x[j]; 
"i DA 一 


自然 归并 排序 算法 是 上 面 所 述 的 归并 排序 








Oar 


















上 述 归 并 排序 算法 
-数组 段 是 已 经 排 好 序 


中 ， 第 一 步 归 并 相 邻 长 度 为 1 的 子 数组 > 

的 。 实际 上 ,对 于 初始 给 定 的 数组 afg,< 通 篇 存在 A mater 

数组 集合 。 例 如 ， 如 果 假 设 数组 af ] 的 ee 那么 自然 排 好 序 的 子 数 组 集 

合 有 {4,8}，{3,7}，{1,5,6} 和 {2 时 数 引 线性 扫描 就 足以 找 出 所 有 这 些 已 经 
bo 组 集合 进行 两 两 归并 ， 组 成 更 大 的 
经 过 坏 吹 归 


排 好 序 的 子 数组 集合 。 然 后 ; 
并 过 程 以 后 可 以 得 到 两 个 归并 以 后 的 




























集合 再 通过 归并 以 后 就 最 终 得 到 排 好 序 的 数组 






{1,2,3,4,5,6,7,8} 
上 述 思 想 就 是 自然 归并 排序 算法 的 基本 思想 。 在 通常 的 情况 下 ， 按 照 以 上 的 方式 进行 

TO re 

数组 在 包 经 排 寻 序 的 极端 情况 下 ， 自 然 归 并 排序 算法 不 需要 执行 归并 步 ， 而 归并 排序 算法 
需要 执行 (bgn) 次 归并 过 程 。 因此， 在 这 种 情况 下 ， 自 然 归 并 排序 算法 的 时 间 复 杂 度 为 
六 。 闪 这 个 意义 上 来 说 ， 此 算法 的 效率 比 传统 的 归并 排序 算法 效率 更 高 。 


/ 














2.8 ”分 治 算法 求解 快速 排序 问题 


在 前 面 讨 论 的 归并 排序 算法 中 ， 为 了 将 两 个 非 递减 的 已 经 排 好 序 的 子 数 组 归并 成 为 一 
个 新 的 数组 ， 该 数组 里 的 元 素 也 是 按照 非 递减 顺序 进行 排列 的 ， 使 用 了 一 个 大 小 为 n 的 畏 
助 空间 ， 该 辅助 空间 将 会 随 着 待 排 序数 据 规 模 的 不 断 增 大 而 呈 线 性 增 大 ， 如 果 数 据 规 模 很 
大 ， 则 系统 的 空间 开销 也 很 大 。 有 没有 一 种 算法 可 以 不 用 通过 增加 系统 的 空间 开销 就 同样 
可 以 完成 排序 任务 呢 ? 答案 是 肯定 的 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 讨论 另外 一 种 分 治 算法 ， 它 不 需 
要 额外 的 系统 辅助 空间 ， 就 可 以 完成 对 n 个 元 素 进行 排序 。 它 的 分 治 策略 是 : 首先 在 待 排 
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序 的 数组 元 素 中 选取 一 个 元 素 ， 然 后 将 数组 中 的 其 余 元 素 进行 重新 排列 ， 使 得 所 有 小 于 该 
元 素 的 那些 数组 元 素 排列 在 它 之 前 ， 所 有 大 于 该 元 素 的 那些 数组 元 素 排列 在 它 之 后 。 经 过 
这 样 一 轮 排 序 ， 就 可 以 确定 选取 的 数组 元 素 在 整个 数组 元 素 中 按照 非 递减 的 排序 方式 应 当 
出 现 的 位 置 ， 按 照 同 样 的 方法 依次 确定 数组 中 其 余 各 个 元 素 在 整个 数组 元 素 中 按照 非 递减 
的 排序 方式 应 当 出 现 的 位 置 。 这 时 ， 整 个 数组 的 元 素 就 是 按照 非 递 减 顺序 排序 的 序列 了 。 


2.8.1 数组 的 划分 


给 定 序列 a1,a2,…,an， 如 果 存 在 元 素 as， 使 得 对 于 所 有 的 ii=12… 闻 -1) 
对 于 所 有 的 jG=k+1,k+2,…,n)， 都 有 ai 三 ak， 那么 我 们 将 元 素 ak 称 为 这 组 的 划分 元 素 。 
因此 ， 如 果 能 在 数组 中 寻找 一 个 划分 元 素 ， 就 可 以 将 原 数组 划分 忆 划分 元 素 的 子 数 
组 、 划 分 元 素 及 大 于 划分 元 素 的 子 数组 。 

在 数组 中 寻找 划分 元 素 的 方法 有 多 种 ， 其 中 一 种 方法 是 并 将 数 缉 的 第 一 个 元 素 作为 划 
分 元 素 ， 然 后 重新 排列 这 个 数组 中 的 所 有 元 素 ， 使 得 划分 元 素 儿 前 的 每 个 元 素 都 小 于 划分 
元 素 ， 划 分 元 素 之 后 的 每 个 元 素 都 大 于 划分 元 素 。 合 就 是 这 个 方法 的 算法 描述 。 
算法 2.16 ”按照 划分 元 素 划分 数组 的 算法 


输入 : 数组 A[ ]， 数 组 的 起 始 位 置 lowm 9 终止 位 

输出 : 按照 数组 的 划分 元 素 划 分 的 a 分 元 素 和 位置 i 
1. template<class Type> 2 
2. int partition(Typ RS eX 

Bs 开 
4. int k, i=1o ~ 
5 2 [ 
6. for + 只 
8 
9 

















i 这 au 而 



















;k<=h 十 ) 
| 
i+=1; 
(i!=k) 
wap (A[i],A[k]); 


2 ce 
} 
高 | swap (A[low] ,A[i]); 
入 4. return i; 


15. 











这 个 算法 需要 用 到 两 个 游标 ，i 和 k， 它 们 分 别 初始 化 为 low 和 low+1。 这 两 个 游标 都 
是 从 左 向 右 移动 ， 使 得 在 执行 for 循环 的 每 一 轮 循 环 体 以 后 ， 都 有 

(1) Allow]=x。 

(2) 对 于 所 有 的 jG=low,low+1,…,i)， 都 有 A[j] 三 x: 

(3) 对 于 所 有 的 jG=i+1it2,…,k)， 都 有 A[j]>x。 

在 这 个 算法 扫描 了 全 部 元 素 之 后 ， 再 将 划分 元 素 与 A[i] 进 行 交换 ， 使 得 划分 元 素 位 于 
游标 i 所 在 的 位 置 ， 从 而 使 得 游标 i 之 前 的 所 有 元 素 都 小 于 或 者 等 于 划分 元 素 , 游标 i 之 后 
的 所 有 元 素 都 大 于 划分 元 素 。 
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很 显然 ， 在 执行 这 个 算法 的 时 候 ， 数 组 中 的 全 部 元 素 ， 都 需要 与 划分 元 素 A[low] 进 行 
比较 ， 以 便 可 以 确定 当前 的 元 素 应 该 位 于 划分 元 素 之 前 还 是 位 于 划分 元 素 之 后 。 因 此 ， 划 
分 含有 n 个 元 素 的 数组 的 划分 算法 需要 执行 n-1 次 元 素 比较 操作 ， 所 以 算法 2.16 的 时 间 复 
杂 度 为 @(n) 。 
2.8.2 ”快速 排序 算法 的 实现 


现在 , 我们 就 可 以 利用 划分 算法 来 实现 快速 排序 ， sy 
描述 。 


算法 2.17 ”快速 排序 算法 
输入 : 数组 A[ ]， 数 组 的 起 始 位 置 low， ee 
输出 : 按照 非 递减 顺序 排序 的 数组 A[ ] 


template<class Type> 











void quicksort (Type A[ ],int low, 

| 
nC SA 
。 if(low<high) { 
. k= partition(A, low, hi KW 
。 quicksort(A, low, NS 
。 quicksort (R，k+lvhi 

} 


io 
算法 2.17 的 第 5 行 ; KN ee 如 果 重 县 


则 说 明 该 数组 中 仅 含有 尖 个 元 素 ， 要 继续 排序 ， 算 法 直接 返回 ， 如 果 不 重 受 ， 则 
第 6 行 的 划分 算法 找 出 该 子 数组 的 新 的 划分 元 素 的 位 置 ， 第 7 行 和 
第 8 行 则 继续 对 被 划分 出 来 的 两 个 新 的 巴 数 组 递归 调用 快速 排序 算法 , 进行 新 的 一 轮 划分 。 


momouwmwwN 


0 
































例 2415 假 组 元 素 的 关键 字 信 如 图 2.6 中 的 第 一 排 数 所 示 ， 调 用 快速 排序 算法 以 
后 ， 忌 及 被 划分 的 两 个 子 数组 的 关键 字 值 在 第 二 排 用 相应 的 数 表 示 。 图 2.6 表示 


模拟 快速 排序 算法 的 工作 过 程 。 
PN 次 调用 时 ， 进 入 递归 算法 的 第 0 层 。 划 分 算法 产生 的 划分 元 素 关 键 字 值 为 50。 























原来 的 数组 划分 为 两 个 子 数 组 ， 关 键 字 值 分 别 为 20、40、30 和 80、60、70、90。 

元 素 的 关键 字 值 来 代表 该 元 素 : 第 0 层 的 第 7 行 对 子 数组 {20，40，30} 进 行 处 理 ; 第 8 
行 对 子 数 组 {80，60，70，90} 进 行 处 理 。 在 第 7 行 处 理 时 ， 调 用 快速 排序 算法 ， 进 入 第 一 
层 递归 。 在 第 一 层 ， 划 分 算法 首先 产生 划分 元 素 20， 然 后 将 原来 的 子 数组 中 去 掉 划 分 元 素 
20 后 剩 下 的 元 素 划分 为 一 个 空 的 数组 和 一 个 由 元 素 40 和 30 构成 的 子 数 组 ;第 一 层 的 第 7 
行 对 空 数 组 调用 快速 排序 算法 以 后 ， 立 即 返 回 ， 第 8 行 对 子 数组 {40,30} 进 行 调用 ， 进 入 第 
二 层 递 归 。 在 第 二 层 ， 划 分 算法 产生 划分 元 素 40， 并 将 原来 的 子 数组 中 去 掉 划 分 元 素 40 
司 珊 下 的 下 素 划分 成 由 办 全 元 来 30. 组 起 的 是 数组 及 二 人生 数组 旁 一 层 的 第 人行 加 家 
30 调用 快速 排序 算法 ， 由 于 只 有 一 个 元 素 ， 因 此 ， 立 即 返回 ; 接着 的 第 8 行 对 空 数组 同样 
调用 快速 排序 算法 ， 也 部 过 加 第 层 在 完成 第 8 行 的 处 理 后 返回 到 第 一 层 。 这 样 ， 第 
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一 层 的 第 8 行 也 完成 了 对 于 子 数组 {40,30} 的 处 理 ， 从 而 返回 到 第 0 层 ， 继 续 执 行 第 0 层 第 
8 行 对 于 子 数组 {80，60，70，90} 的 处 理 ， 从 而 又 进入 第 一 层 。 在 第 一 层 ， 划 分 算法 产生 
划分 元 素 80 和 两 个 子 数组 {70,60} 及 {90}。 第 一 层 的 第 7 行 对 子 数组 {70,60} 进 行 处 理 ， 而 
第 8 行 对 子 数 组 {90} 进 行 处 理 。 当 第 8 行 处 理 完 毕 之 后 ， 就 返回 到 第 0 层 ， 此 时 ， 第 0 层 
也 完成 了 第 8 行 的 处 理 ， 从 而 返回 到 主 调用 的 算法 。 
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交 照 非 递减 或 者 非 递增 的 顺序 排列 的 ， 
那么 在 这 种 情况 下 就 是 处 消 最 况 果 按照 非 递减 顺序 排列 的 元 素 组 成 的 长 
度 为 n 的 数组 ， 快 法 每 一 的 入 划分 函数 时 ， 将 总 是 使 得 划分 元 素 位 于 子 数组 的 
第 一 个 位 置 ， 从 而 使 得 所 被 划分 成 为 一 个 空 数组 及 一 个 长 度 为 n-1 的 子 数组 。 快 速 排 
序 算法 的 第 7 第 8 行 调用 的 参数 将 分 别 是 quicksort(A,0,-1) 及 quicksort(A,1,n-1)。 第 一 
调用 前 组 进行 操作 ， 将 立即 返回 ， 第 二 个 调用 将 对 于 一 个 长 度 为 n-1 的 


个 调用 就 是 对 

人 又 将 调用 quicksort(A,1,0) 及 quicksort(A,2,n-1)， 前 者 仍然 是 对 空 数组 

的 操 Kamien rn n-2 的 子 数组 进行 操作 。 其 结果 就 是 产生 一 系列 的 对 空 数 组 
作 ， 进 旦 作 所 耗费 的 总 时 间 是 与 待 排序 数据 规模 n 处 于 同一 数量 级 ， 即 时 间 复 杂 度 


n)s 一 系列 的 实质 性 操作 如 下 : 
uicksort(A,0.n-1)，quicksort(A,1n-1)…,quicksort(A,n-ln-1) 


而 这 些 操作 又 转 而 对 划分 算法 执行 如 下 一 系列 的 操作 ， 
partition(A,0,n-1), partition(A,1,n—1),*…,partition(A,n-1,n-1) 
划分 算法 对 于 n 个 元 素 的 数组 进行 划分 ， 需 要 执行 n-1 次 元 素 进行 比较 操作 。 由 此 ， 
在 最 坏 情况 下 ， 划 分 算法 所 执行 的 元 素 比较 的 总 次 数 应 是 
-0+o-2++I+0=Jnro-D=eoa) 
如 果 初 始 的 数组 中 的 元 素 已 经 是 按照 非 递增 的 顺序 排列 的 ， 那 么 情况 类 似 。 


在 上 述 最 坏 情况 下 ， 算 法 的 递归 深度 为 n， 每 一 次 递归 调用 ， 都 需要 常数 个 工作 单元 。 
因此 ， 在 这 种 情况 下 所 需要 的 空间 开销 为 @(n) 。 
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在 下 面 的 章节 中 ， 读 者 将 会 看 到 : 可 以 用 线性 时 间 @(n) 在 含有 n 个 元 素 的 数组 中 ， 选 
取 中 值 元 素 作为 划分 元 素 ， 如 果 采 用 这 种 方法 来 划分 数组 ， 将 会 把 原 数 组 划分 成 为 两 个 长 
度 接近 相同 的 子 序列 。 这 样 一 来 ， 两 个 递归 调用 都 可 以 对 于 接近 相同 长 度 的 数组 进行 操作 。 
于 是 ， 快 速 排序 算法 所 执行 的 元 素 比较 次 数 可 以 采用 以 下 的 递归 关系 式 求解 得 出 : 


0 (n=]) 
f(n)= 


2f(n/2)+Q(n) (n>1) 
通过 对 上 述 递归 关系 式 进行 求解 ， 可 以 得 到 f(n)= eB(nlogn)。 
面 的 结论 : 快速 排序 算法 在 最 坏 情 况 下 的 运行 时 间 是 @(n?)。 如 
作为 划分 元 素 ， 那 么 ， 快 速 排序 算法 的 时 间 复 杂 度 应 为 @(nlog 
递归 深度 接近 于 logn。 因 此 ， 该 算法 的 实现 所 需要 的 空间 


2.8.4 ”快速 排序 算法 的 平均 情况 分 析 
假定 数组 中 的 每 一 个 元 素 的 关键 字 的 值 都 不 相 



















































元 素 的 每 一 种 排列 情况 的 概率 













































都 相同 。 这 样 一 来 ， 数 组 中 的 任何 元 素 ， 作 为 数组 的 | 可 能 性 的 概率 也 相同 ， 
因此 ， 它 们 被 选取 作为 划分 元 素 的 可 能 lm。 的 划分 元 素 ， 经 过 
partition ee 位 于 i 个 位 置 ， ， 计 2,…,n， 那 么 ， 处 于 划分 
元 素 前 面 的 元 素 个 数 有 i-1 个 ， 处 ke ni 个 。 不妨 设 fn) 是 快速 
夺 序 算法 对 个 元 来 进行 排序 行 应 有 以 下 关系 式 ;: 
小 3 py 
者 D+f(n -i))(n >0) 
又 由 于 ， 
A Si 
AN 


< 
f= D+ 0 
将 上 式 的 两 边 同 时 乘 以 n， 可 以 得 
n*f(n) =n*(n -1)+2*3 0) (2-30) 











如 果 用 nm-1 取代 上 式 中 的 n， 则 将 上 式 立 即 变换 为 下 式 : 
-Deta-D=a-D*a-2+2*SfG) (2-31) 


令 式 (2-30) 减 去 式 (2-31)， 立 即 得 到 
n*f(n)=(n+1)*f(n—1)+2*(n—1) 
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将 上 式 的 等 式 两 边 同时 除 以 [n*(n+1)]， 得 到 下 面 的 等 式 : 
fo) _ fn-D ， 2 一 TD 
n+l mn nn+]l) 


又 令 h(n)=f(n)/(n+1)， 代 入 上 式 ， 立 即 得 到 下 面 的 递归 关系 式 : 


0 (n=0) 
h(n)= 
三 2(n-1) (n>0) 
n(n+1) 


对 这 个 递归 关系 式 求解 ， 得 到 


DD 2 1 
i i NE 
ul 让 


=4*),-—2* 


i A 
= 2 > a 
wl 4 
CR 
KR 


* =log.n—2*——— 
| 












(n)=(n+D)*h(n)< (n+l)log.n—2*(n—1) 


下面 的 结论 : 对 于 输入 数据 规模 为 n 的 数组 ， 在 平均 情况 下 ， 快 速 排 
时 间 复 杂 度 为 O(nlogn) 。 


NI| 2.9 “分 治 算法 求解 选择 问题 


在 前 面 讲 到 的 快速 排序 算法 中 ， 使 用 划分 算法 对 数组 中 的 元 素 进行 划分 ， 在 最 坏 的 情 
况 下 ， 它 的 时 间 复 杂 度 将 会 是 O(n*n) ， 这 是 由 于 划分 算法 选择 数组 的 第 一 个 元 素 作为 划 
分 元 素 ， 而 这 个 划分 元 素 将 位 于 该 数组 的 什么 位 置 是 未 知 的 。 如 果 能 够 以 On) 时 间 选 取 数 
组 中 的 中 值 元 素 作为 划分 元 素 ， 那 么 就 可 以 直接 将 原来 的 数组 划分 为 两 个 大 致 相等 的 子 数 
组 。 快 速 排序 算法 利用 这 样 的 算法 来 对 原 数组 进行 划分 操作 ， 也 就 能 够 在 最 坏 的 情况 下 ， 
达到 O(nlogn) 的 运行 时 间 。 下 面 ， 我 们 将 要 介绍 一 种 能 够 以 On) 时 间 选 取 数 组 的 中 值 元 
素 或 者 任意 的 第 i 小 元 素 的 算法 ， 它 从 另 一 个 侧面 说 明了 分 治 算法 的 应 用 。 我 们 将 这 一 算 
法 称 为 选择 算法 。 
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2.9.1 选择 问题 的 思想 方法 


月 分 治 算法 选择 中 值 元 素 或 者 第 i 小 元 素 的 算法 的 基本 思想 是 : 在 分 治 算法 的 递归 调 
的 每 一 个 划分 步 里 ， 放 弃 一 个 固定 部 分 的 元 素 ， 并 对 其 余 的 元 素 进 行 递归 。 于 是 ， 问 题 
的 规模 就 可 以 以 几何 级 数 递 减 。 如 果 每 一 次 递归 放弃 处 理 1/3 的 元 素 ， 那 么 在 第 二 次 递归 
寺 ， 只 需要 处 理 原 来 数组 的 2/3 的 元 素 , 在 第 三 次 递归 时 ， 只 需要 处 理 原来 数组 的 4/9 的 元 
素 ， 依 次 类 推 。 如 果 问 题 的 数据 规模 为 n， 并 且 能 够 在 每 一 次 的 递归 调用 时 ,使 得 算法 对 
于 每 一 个 元 素 的 花费 不 会 超过 一 个 常数 时 间 c， WO 帮 


otont Gontt ont = mn SS 
这 样 一 来 ， 就 可 以 按照 线性 时 间 来 完成 对 于 原 问 题 的 处 理 
根据 以 上 的 思想 方法 ， 可 以 采取 下 面 的 步 又， 来 选择 7 
(1) 当 n 科 no 时 , 直接 对 数组 中 的 元 素 进行 排序 ， 第 'i 即 为 所 求 的 元 素 ， 其 中 mo 




























































为 某 个 阔 值 ;和 否则， 转 步骤 (2)。 

(2) 将 数组 中 的 元 素 划 分 为 p=(n/5) 组 ， 每 一 如 5 不 元素 ， 不 足 5 个 元 素 的 那 一 
组 不 予 处 理 。 

(3) 取 每 一 组 中 的 中 值 元 素 ， 构 成 一 个 为 p 的 









(4) 对 数组 M 递归 地 执行 算法 ， 

(5) 将 原来 的 数组 划分 成 为 P， 
的 元 素 存放 于 组 Q， 小 于 m 的 元 素 

(6) 如 果 |P|>i， 对 于 P 递归 地 


0) 如 果 PHQl>ky 地 e 么 说 就 
(8) 对 组 R 递归 也 算法 。 | 
例 2.16 按照 递增 顺序 和 找 出 下 面 这 一 合 有 29 个 元 素 的 数组 A 中 的 第 18 小 元 素 。 其 中 ， 


A={08，31,60， 7.04,5 ,57,49,35,11,43,37\03,13,52,06,19,25,32,54,16,05,41,07,23,22,46,29}。 
当 i18 时 ? 算 ; 照 以 下 步骤 依次 执行 。 
组 A 前 面 


(Da 的 25 个 元 素 划分 成 为 5 组 ， 即 {08,31,60,33,17}，{04,51,57,49,35}， 


秒 又 (7)。 
素 ， 否 则 转 步 又 (8)。 

















{11434 13}#，{52,06,19,25,32} 及 {54,16,05,41.07}， 而 对 数组 后 面 的 4 个 元 素 暂 时 不 进 
行 妙 理 。 
2) dn 组 中 的 中 值 元 素 ， 形 成 一 个 由 中 值 元 素 构成 的 一 个 新 的 中 值 数组 ， 即 
{3 49,13,25,16}。 
(3) 递归 地 使 用 算法 去 求 取 上 面 这 个 中 值 数组 中 的 这 些 中 值 元 素 的 中 值 ， 得 到 m=25。 
(4) 根据 m=25, 将 原来 的 数组 划分 成 为 3 个 子 数组 , 即 数组 P={08,17,04,11,03,13,06,19， 
16,05,07,23,22}， 数 组 Q={25} 以 及 数组 R={31,60,33,51,57,49,35,43,37,52,32,54,41,46，29}。 
(5) 由 于 子 数组 P 中 有 13 个 元 素 ， 即 |P|=13， 子 数组 Q 是 由 单元 素 组 成 的 ， 即 |Q|=1， 
而 又 由 于 二 18， 因 此 ， 售 弃 子 数组 P 和 子 数组 Q， 使 得 二 18-13-1=4， 对 于 数组 R 递归 地 
执行 该 算法 。 
(6) 此 时 ， 又 将 数组 R 划分 成 为 下 面 的 3 组 : {31,60,33,51,57}，{49,35,43,37,52} 及 


{32,54,41,46,29}。 
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(7) 这 3 组 的 中 值 元素 构 成 下 面 一 个 新 的 由 中 值 元 素 构 成 的 数组 ， 即 {51,43,41}， 递 归 
地 使 用 算法 求 取 该 数组 的 中 值 元 素 43。 

(8) 这 样 ， 又 根据 43 将 数组 R 划分 成 为 3 组 ， 即 {31,33,35,37,32,41,29}，{43} 以 及 
{60,51,57,49,52,54,46}。 

(9) 由 于 i=4, 第 一 个 子 数组 的 元 素 个 数 大 于 i， 因 此 合 弃 后 面 两 个 子 数组 ,以 -4 对 于 
第 一 个 子 数组 递归 调用 本 算法 。 

(10) 这 时 , 将 这 个 子 数组 划分 成 为 由 5 个 元 素 组 成 的 新 的 子 数组 ， 妈 名 a 35, 37,32}， 
取 其 中 值 元 素 为 33。 

(11) 根据 中 值 33， 将 第 一 个 子 数组 划分 成 为 3 个 子 数组 ， LE 32, 20) i 
{35,37,41}。 

(12) 由 于 i=4, 而 第 一 、 第 三 个 了 数组 的 元 素 个 数 为 4 因 从 33 记忆 求 到 的 第 18 小 
元 素 。 EE 信 


2.9.2 选择 问题 的 算法 实现 < 


按照 以 上 所 叙述 的 算法 步 又 , 避 二 即 选择 算法 。 
算法 2.18 ”选择 问题 的 分 治 算法 一 一 选择 第 法 XX 
输入 : 个 元 素 组 成 的 煞 组 AL] > XK 
输出 : 所 选择 的 元 素 
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a /* 如 果 第 i 小 元 素 在 数组 p 中 , 则 继续 在 数组 p 中 寻找 */ 
> 网 return select (p,j,i); 

26. else if(j+k>=i) /*m 就 是 第 i 小 元 素 */ 

275 return m; 

28. Else /* 如 果 第 i 小 元 素 在 数组 + 中 , 则 继续 在 数组 x 中 寻找 */ 

Os return select (r,s,i-j-k); 

30. 1 

4 













































选择 算法 2.18 的 第 6 一 9 行 判断 数组 A 的 元 素 个 数 是 否 小 于 某 个 是 ， 那 么 
就 直接 调用 一 般 的 排序 算法 ， 取 第 i 个 元 素 ( 下 标 为 -1) 返 回 ， 否 见 策略 进行 处 
理 。 第 10 一 12 行 分 配 3 个 数组 作为 工作 单元 ; 第 13 行 和 第 14 簿 则 d， 将 数组 A 
中 每 5 个 元 素 作为 一 组 ， 依 次 取 每 一 组 的 中 值 元 素 于 数组 行 ; 本 算法 ， 取 
得 数组 p 的 中 值 元 素 于 m; 第 17 一 23 行 根据 中 值 元 素 向 ,和 A 划分 成 为 3 个 子 数组 






于 p、q 及 r， 其 元 素 个 数 分 别 为 j、k 和 s。 第 24 3 种 情况 进行 处 理 ， 如 果 j>i， 
则 说 明 第 i 小 元 素 就 在 数组 p 中 ， 因 此 对 于 数组 p 






















在 选择 算法 2.18 中 , 取 每 组 5 个 


元 
算法 2.19 ”从 数组 A 中， 每 素 a 


i, Type P[ ]) 


if (A[k+1]>A[k+3]) 


和 swap (A[k] ,A[k+2]); 
NU swap (A[k+1] ,A[k+3]); 
有 if(A[k]>A[k+1]) 


10. swap (A[kK] ,A[K+1]); 
和 if (A[K+2] >A[k+3]) 

2 swap (A[k+2],A[k+3]); 
13% if (A[K+1]>A[k+2]) 

14. swap (A[k+1] ,A[k+2]); 
J if(A[k+4]>A[k+2]) 

LO Pp[i]=A[k+2]; 

Ls else if(A[k+4]>A[k+1]) 
18. Pp[i]=A[k+4]; 

9s else 


出 


b 
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SO Pp[i]=A[1]; 
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2.9.3 ”关于 选择 问题 的 算法 分 析 


现在 ， 我 们 来 分 析 这 个 选择 算法 的 执行 时 间 。 选 择 算法 2.18 的 第 6 一 12 行 ， 耗 费 了 一 
个 常数 时 间 ， 假 定 为 c。 第 13 行 和 第 14 行 对 数组 A 中 的 每 一 组 元 素 取 中 值 ， 
组 ， 每 一 组 需要 进行 7 个 比较 ， 总 共 耗 费 @n) 时 间 ; 第 15 行 对 于 长 度 为 组 ， 递 
归 调 用 选择 算法 ， 总 共 需 要 耗费 fn/5) 时 间 ; 第 17 一 23 行将 原 数 组 划分 为 
要 耗费 BQ(n) 时 间 ; 第 24 一 29 行 对 于 长 度 为 j 或 s 的 数组 ， 递 归 调 用 ,sélect 算 
耗费 f(max(j,s)) 时 间 。 

当选 择 算法 完成 了 第 13 行 和 第 14 行 的 工作 时 ， 如 果 将 数组 Wp 中 所 存放 的 那些 中 值 元 
素 ， 按 照 递 增 顺 序 从 左 到 右 依次 排列 ， 每 一 组 5 个 元 素 ， 站 下 而 上 进行 排列 ， 
不 妨 设 R 为 小 于 或 等 于 中 值 m 的 元 素 集合 ,P 为 大 于 忆 中 的 元 素 集合 。 不 难看 出 ， 
有 下 面 的 关系 式 : 























IPEE3*[(n/5)/ 


2 





此 ， 立 即 得 到 下 式 


a 站 
ijRIEn-3O/3) NS Mm (2-32) 


理 ， 可 以 得 到 下 式 : 
Vx A 


人 = fd (2-33) 
2 9 于 等 于 m 的 元 素 , 或 者 是 大 于 等 于 m 的 元 素 ， 都 


因此 ， 第 24 一 29 行 所 耗费 的 时 间 为 (0.7n+1.2) 时 间 。 

人 值 mo-3 ， 则 对 于 所 有 的 n>=no， 都 有 0.7n+1.2 到 (3n14) 。 令 选择 算法 的 第 6 一 
12 行 和 间 为 c， 该 算法 的 第 13 行 、 第 14 行 及 第 17 一 23 行 所 执行 的 线性 时 间 之 和 为 
cn。 于 J 以 列 出 下 面 的 递归 关系 式 : 


Rs ¢ (n<38) 
入 f(n) 


f[(n/5)]+f[Gn/4)]+cen 三 39) 
根据 定理 2.2， 我 们 不 难得 出 以 下 的 结论 : 


f(m)<—— =20cn=O(n) 
1-1/5-3/4 
由 此 得 出 ， 从 n 个 元 素 组 成 的 数组 中 ， 提 取 第 i 小 元 素 或 者 提取 中 值 元 素 ， 所 需要 耗 
费 的 时 间 与 数据 规模 n 具有 相同 的 数量 级 ， 即 @(n) 。 
通过 以 上 的 分 析 ， 我 们 不 难看 出 ， 在 每 一 次 地 递归 调用 时 ， 所 分 配 的 3 个 子 数组 ， 每 
一 个 的 大 小 都 小 于 原来 的 34。 这 样 一 来 ， 随 着 递归 深度 的 增加 ,每 一 个 数组 的 大 小 都 应 当 
以 3/4 递减 。 如 果 递 归 深 度 为 1， 那 么 ， 选 择 算法 所 需要 的 空间 开销 S 应 为 











可 





因此 ， nd 
























cy) 
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=12n = O(n) 
通过 上 面 的 分 析 ， 不 难看 出 ， 选 择 算法 所 需要 的 空间 开销 ， 即 空间 复杂 度 为 O(n) 。 





本 章 小 结 








tA tat tte 实现 机 制 ; 然后 
介绍 了 递归 算法 的 设计 思想 、 递 归 关 系 式 的 求解 方法 ， 以 及 怎样 将 递归 算法 转化 为 非 递 归 算 
4 











法 ;接着 介绍 了 分 治 算法 设计 的 基本 原则 、 基 本 思想 和 基本 息 路 : 最 后 介绍 了 分 治 算法 用 于 
求解 二 分 搜索 问题 、 归 并 排序 问题 、 TO- 基本 思路 和 求解 方法 。 


NE 
与 /或 图 简介 人民 


很 多 复杂 的 递归 问题 或 使 用 分 4 问 没 法 直接 求解 ， 但 是 可 以 分 解 
成 一 系列 (类 型 相同 ) 的 子 问题 ， 并且; 问题 又 可 以 肥 复 细 分 成 为 一 些 更 小 的 子 问题 
一 直到 分 成 一 些 最 基本 的 、 可 以 的 。 然 后 ， 由 这 些 分 解 成 的 子 问题 的 
将 分 解 成 若干 个 子 问题 ， 并 由 子 问 题 导 


全 部 或 者 部 分 解 再 导出 原 问题 上 
en 。 问 已 经 在 工业 调度 分 析 、 定 理 证 明 等 诸多 领域 得 
到 了 广泛 的 应 用 。 A > 

成 


一 系列 子 问题 的 过 程 可 以 使 用 以 下 结构 的 有 向 图 来 表示 : 在 
寺 求 解 的 问题 ， 一 个 结 点 的 子孙 结 点 表示 与 该 待 求 解 问题 相关 联 的 子 
寺 点 的 解 可 由 哪些 子 问题 联合 导出 ， 通 常用 一 条 弧 将 那些 能 联合 导出 其 


























































































我 们 可 以 通过 与 /或 图 对 一 个 递归 问题 或 使 用 分 治 算法 求解 的 问题 进行 化 简 ， 在 对 这 些 

问题 化 简 时 ， 如 果 两 个 子 问题 在 分 解 成 的 更 小 的 子 问题 中 有 一 个 公共 的 更 小 子 问题 ， 并 且 

这 个 更 小 的 子 问题 只 需要 求解 一 次 ， 那 么 在 该 问题 的 与 /或 图 上 可 以 使 用 一 个 结 点 来 表示 这 

个 更 小 的 公共 子 问 题 。 
下 面 ， 我 们 通过 一 个 例子 加 以 说 明 。 这 个 例子 是 读者 在 《数据 结构 》 课 程 中 学 过 的 中 

序 遍 历 二 又 树 的 例子 。 采 用 递归 算法 ， 令 指针 p 指向 二 又 树 的 根 结 点 。 为 了 方便 起 见 ， 我 

们 按照 以 下 的 方式 定义 一 棵 二 叉 树 的 数据 结构 : 

struct Bitree 

{ 


























int data; 


Ea 
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struct Bitree *L,*R; 
3 


并 且 定 义 指针 p 为 Bitree 结构 类 型 的 指针 : Bitree xp; 让 LNR(p) 表 示 对 以 p 为 根 结 点 
的 树 作 中 序 遍 历 的 子 函数 ， 得 出 如 图 2.7 所 示 的 递归 算法 与 /或 图 。 对 于 图 2.6, 我 们 做 以 下 
的 几 点 说 明 。 

(1) 结 点 A 表示 中 序 遍历 以 结 点 p 为 根 结 点 的 二 叉 树 ， 函 数 为 LNR(p)。 该 结 点 为 或 结 
点 ， 有 两 个 分 支 。 即 当 p 为 空 时 ，A 取 B 结 点 表示 的 解 ， 即 什么 都 不 做 ; 当 空 时 ， 
说 明 二 又 树 存在 ( 即 至 少 有 一 个 根 结 点 )， 有 结 点 C。 

(2) 结 点 C 是 一 个 与 结 点 ， 要 依次 做 相关 联 的 3 件 事情 : 

















四 结 点 D 表示 的 事情 : 即 中 序 遍 历 以 结 点 p 为 根 结 点 的 左 为 LNR(P->L); 
@ 结 点 E 表示 的 事情 : 直接 可 解 结 点 , 访问 根 结 点 p( 点 p 数据 域 中 的 值 ); 


@ 结 点 F 表示 的 事情 ; 即 中 序 遍 历 以 结 点 p 为 根 结 点 


7 函数 为 LNR(P->R)。 
TREE wR , 





ll 


点 p 为 根 结 点 的 二 叉 树 的 与 /或 图 

(3) 比较 NR(p) 与 LNR(p->L) 及 LNR(p->R) 可 以 看 出 ， 都 是 同一 个 函数 形式 ， 只 
不 过 代入 了 不 ， 从 层次 和 隶属 关系 来 说 ，p 是 父 结 点 的 指针 ， 而 p->L 和 p->R 是 
子 结 点 | ，p->L 指向 左 子 树 的 根 结 点 ; p->R 指向 右 子 树 的 根 结 点 。 

的 过 程 是 一 个 “插入 ”过 程 ， 下 面 通过 一 个 例子 来 讲解 这 一 过 程 。 

一 棵 二 叉 树 , 该 树 中 的 每 一 个 结 点 有 一 个 整数 , 数据 名 为 data; 有 两 个 指针 ( 左 

L,Y 石 指 针 R)， 分 别 指向 这 个 结 点 的 左 子 树 和 右 子 树 。 显 然 可 以 使 用 名 为 Bitree 的 结 
构 类 型 来 描述 这 种 类 型 的 结 点 结构 : 

struct Bitree 


{ 







int data; 
struet Bitree  *by*Ry 
}; 
对 于 二 又 树 来 说 ， 最 重要 的 是 根 结 点 ， 它 起 到 对 于 这 棵 树 的 定位 作用 。 因 此 ， 我 们 应 
该 首先 建立 的 是 根 结 点 。 也 就 是 说 ， 如 果 从 键盘 输入 数据 来 建立 二 又 树 ， 第 一 个 数据 就 是 
这 棵 树 的 根 结 点 数据 。 以 后 再 输入 的 数据 ， 每 一 个 都 要 与 在 根 结 点 数据 域 中 的 数据 进行 比 
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较 ， 以 便 确定 该 数据 所 在 结 点 的 插入 位 置 。 如 果 待 插 入 结 点 的 数据 比 根 结 点 数据 域 中 的 数 
据 小 ， 则 将 其 插入 至 左 子 树 ， 如 果 待 插入 结 点 的 数据 比 根 结 点 数据 域 中 的 数据 大 ， 则 将 划 
插入 至 右 子 树 。 

定义 一 个 函数 : 




















void insert(Bitree *&pRoot, Bitree *pNode) 
其 中 ， 指 针 pNode 指向 含有 待 插入 数据 的 结 点 ，pRoot 为 指向 二 叉 树 的 根 结 点 指针 的 
别名 。 
insert 函数 可 以 理解 为 将 结 点 pNode 插入 到 指针 pRoot 所 指向 的 中 3 函数 
















insert(pRoot，pNode) 可 以 使 用 如 图 2.8 所 示 的 与 /或 图 进行 描述 。 值 得 意 的 是 ， 在 图 
2.8 中 ，pRoot 是 被 调用 函数 的 形式 参数 。 从 前 面 对 它 的 定义 看 ，pR@ot 的 引用 ， 实 
际 上 是 指向 二 又 树 根 结 点 的 指针 的 别名 。 因 对， 实 参 数 为 
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下 总括 入 与 /或 图 

















/* 预 编译 命令 */ 


~ /* 结 构 类 型 定义 */ 
六 | int data; /* 整 型 数据 */ 
NA struct Bitree *L; /* Bitree 型 结构 指针 */ 
struct Bitree *R; 
9. void insert (Bitree *&gpRoot, Bitree *pNode) /* 被 调用 函数 insert ,将 结 点 插 
入 二 叉 树 */ 


ope /* 函 数 体 开始 */ 

11. if(pRoot==NULL) /* 如 果 根 结 点 为 空 */ 

2 

3 PRoot=pNode; /* 将 结 点 pNode 插入 至 根 结 点 */ 
14. . 

Ss else /* 根 结 点 不 为 空 */ 

16. ‘ 
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i if (pNode->data<= pRoot->data) /* 如 果 pNode 结 点 的 数据 不 大 于 根 结 点 的 数据 */ 

入 insert (pRoot->L,pNode); ”/* 插 入 左 子 树 */ 

19. else /* 如 果 pNode 结 点 的 数据 大 于 根 结 点 的 数据 */ 

2 insert (PRoot->R, PNode) ; /* 插 入 右 子 树 */ 

1 

2 /* 函 数 体 结束 */ 

23, void print (Bitree *pRoot) /* 被 调用 函数 ,形式 参数 为 BitreE 结构 指针 ， 
输出 二 叉 树 内 容 */ 

a /* 函 数 体 开始 */ 

2 if (PRoot==NULL) /* 根 结 点 为 空 或 子 为 

ee return; /* 返 回 */ 

芭 驴 Print (PRoot->L) 7 /* 输 出 左 子 树 的 内 

28. cout<< pRoot->data<<endl; 

29. Print (PRoot->R) 7 #4 

0 彼 祖 We 

31. int main() 台 

= sn 

SS35 struct Bitree *pRoot; 

EY struct Bitree *pNode; 

5 int temp; 


36. PRoot=NULL; 
Ss pNode=NULL; 
38. cout<<“ 请 输 /* 提 示 信 息 */ 





39. cout<<“ 如 /* 提 示 信 息 */ 
40 cin>>temp, /* 输 入 待 插 入 结 点 的 数据 */ 
ER Whiler 仔 | /* 当 型 循环 , -1 为 结束 标志 */ 
a 
43. NOd Bitree? /* 为 待 插入 结 点 分 配 内 存单 元 */ 
44. ->data=temp; /* 将 temp 赋值 给 pNode 结 点 的 数据 域 */ 
45 Node->L=NULL; /* 将 pNode 结 点 的 左 指针 域 和 右 指针 域 都 置 为 空 */ 
Node->R=NULL; 
“insert (pRoot,pNode);  /* 将 pNode 结 点 插入 到 根 为 pRoot 的 二 叉 树 中 */ 
cout<<" 请 输入 待 插入 结 点 的 数据 \n"; /* 提 示 信 息 */ 
4 | cout<<" 如 果 输 入 -1 表示 插入 过 程 结束 \n"; /* 提 示 信 息 */ 
Ok cin>>temp; /* 输 入 待 插入 结 点 的 数据 */ 
二 } /* 当 型 循环 体 结束 */ 
52. if(pRoot==NULL) /* 如 果 二 叉 树 的 根 结 点 为 空 */ 
Sa cout<<" 这 是 一 棵 空 二 叉 树 。\n"; /* 输 出 空 二 又 树 信息 */ 
54. else /* 根 结 点 不 为 空 */ 
55. Print (PRoot) /+ 调用 函数 print, 输出 二 叉 树 的 内 容 */ 
56. return 0; /* 主 函数 结束 */ 
| 
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习题 与 思 
1. 试 分 别论 述 递归 算法 与 分 治 算法 的 一 般 原 则 。 
2. 为 什么 说 分 治 算法 中 的 组 合 步 确定 了 分 治 算法 的 实际 性 能 ? 
3. 设计 一 个 递归 算法 计算 Fibonacci 数列 。 
4. 设计 一 个 递归 算法 求解 汉 诺 塔 问题 。 
5 


. 分 别 求解 下 面 的 各 个 递 推 关系 式 : 
0 (n=0) 
(0 "| 
2f(n-l)+n (n>0) 
C 但 二 办 AT 
©® "| A 


2f(n/2)+bn (n>1) 
其 中 ，b、c 均 为 常数 。 _ 
6. 一 收 大 楼 有 nm 级 台阶 ， 有 一 个 人 一 次 只 器 二 有 时 一 次 连 跨 两 级 台 
阶 ， 试 编写 一 个 递归 算法 ， 计 算 此 人 少 oh AN 并 分 析 该 递归 算法 的 时 
9 棵 










间 复 杂 度 。 
7. 试 编写 一 个 递归 算法 ， 序 遍 历 过 程 ， 如 何 将 这 个 递归 算 


法 转化 为 非 递归 算法 ? (只 需要 描述 


8. 设 数组 中 元 素 的 值 及 35、 
法 对 这 个 数组 中 的 元 pp! 划分 与 
9. 令 fl(n) 是 快 i 法 在 划分 二 个 具有 n 个 元 素 的 数组 时 , 所 执行 的 元 素 交 换 次 数 。 


下 ，f(n)=0? 







时 










说 明快 速 排序 算法 对 于 下 面 的 数组 元 素 进行 排序 的 工作 过 程 。 
3 到 ,45,23,23,34,23 
70,80,90 


(2) 50,60, 
NO es mn 个 元 素 的 数组 中 的 最 大 最 小 元 素 。 
. 有 以 下 两 个 多 项 式 : 


f(x)=1+x—x’ +2x’ 














g(x)=1—x+2x’ —3x’ 


试用 分 治 算法 计算 这 两 个 多 项 式 的 乘积 。 























(1) 理解 贪心 方法 的 基本 思想 ; 

(2) 掌握 背包 问题 的 求解 方法 ; 

(3) 掌握 贪心 算法 求解 最 小 成 本 生成 树 问题 

(4) 掌握 用 贪心 方法 求解 单 源 点 最 短路 径 的 基本 方法 。 


知识 迁 稳 图 


贫 心 务 法 的 设计 思想 


可以 法 求解 有 人 器 旭 
人 必 和 法 求解 最 小 成 本 生成 村 问题 


本 章 的 重点 在 于 理解 贪心 算法 的 基本 概念 及 实现 机 制 ; 掌握 贪心 算法 设计 的 基本 思想 ; 
理解 贪心 算法 的 基本 设计 原理 ; 掌握 使 用 贪心 策略 来 解决 背包 问题 、 单 源 点 最 短路 径 问 题 ， 
以 及 最 小 成 本 生成 树 问 题 等 各 类 问题 ; 掌握 如 何 分 析 使 用 贪心 算法 求解 的 最 优化 问题 的 时 
间 复 杂 度 与 空间 复杂 度 ， 难 点 是 如 何 运 用 数学 归纳 法 证 明 求 解 此 问题 所 使 用 的 贪心 算法 得 
出 的 解 就 是 最 优 解 。 
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本 章 最 重要 的 概念 是 贪心 策略 和 贪心 算法 的 基本 概念 ， 本 书 中 讲授 的 每 一 个 算法 都 是 
用 于 解决 某 一 类 问题 的 ， 本 章 中 所 讲授 的 贪心 算法 也 是 如 此 。 这 就 表明 ， 在 我 们 设计 算法 
lb ets cal era te te 

















是 必要 的 ， 因 为 
个 贪心 策略 设计 的 贪心 算法 得 出 该 i 
读者 要 有 明确 的 认识 。 























在 现实 世界 中 ， 































又 根据 描述 约束 条 件 与 目标 函 求解 问题 方法 的 不 同 进而 可 以 再 细 
分 为 整数 规划 问题 、 线 性 规划 问题 S 非 线性 动态 规划 问题 等 。 尽 管 各 类 规划 问 
题 都 有 一 些 相应 的 求 ?是 有 9 和 二 问题， 我 们 仍然 可 以 使 用 一 种 更 为 直接 
的 方法 进行 求解 法 区 

贪心 算法 i 0 问题 的 要 求 ， 
选取 一 种 量度 标 潍 ， 然后 按照 这 种 量度 标准 对 这 n 个 输入 进行 排序 ， 并 且 按 照排 好 的 顺序 
依次 输入 每 一 个 量 】 如 果 这 个 输入 与 当前 已 经 构成 在 这 种 量度 意义 下 的 部 分 最 优 解 组 成 在 
一 起 不 能 疡 壮 一 个 可 行 解 ， 那 么 我 们 就 不 把 该 输入 纳入 到 这 一 部 分 最 优 解 中 。 这 种 能 够 得 


到 某 种 意义 下 的 最 优 解 的 分 级 处 理 方法 称 为 贪心 算法 。 值得 一 提 的 是 ， 对 于 任意 一 个 
给 定 的 问 往往 可 能 会 有 多 种 量度 标准 。 乍 看 起 来 ， 这 些 量 度 标准 似乎 都 是 可 取 的 。 但 
实际 上， 使 用 其 中 的 大 多 数量 度 标 准 作为 贪心 算法 处 理 所 得 到 的 该 量度 标准 意义 下 的 最 

不 一 定 是 原 优化 问题 的 最 优 解 ， 而 是 次 优 解 。 特 别 值得 注意 的 是 ， 将 目标 函数 作为 
量度 标准 所 得 到 的 解 也 不 一 定 就 是 原 优化 问题 的 最 优 解 。 这 样 一 来 ， 采 用 贪心 算法 设计 求 
解 原 优化 问题 的 最 优 解 的 核心 问题 就 是 选择 能 够 产生 优化 问题 最 优 解 的 最 优 量度 标准 。 在 
更 一 般 的 情况 下 ， 要 选 出 最 优 量度 标准 并 不 是 一 件 很 容易 的 事情 。 不 过 ， 如 果 能 选择 出 某 
个 问题 的 最 优 量度 标准 ， 那 么 用 贪心 算法 求解 这 个 优化 问题 就 显得 特别 有 效 。 
面 ， 我 们 举 一 个 经 典 的 优化 问题 的 实例 来 进一步 说 明 贪心 算法 的 设计 思想 。 假 设 出 
纳 员 手中 有 4 种 硬币 各 10 枚 ， 它 们 的 面值 分 别 为 25 分 、10 分 、5 分 和 1 分 。 现 在 要 用 最 
少 的 货币 找 给 某 个 顾客 63 分 钱 。 应 该 如 何 处 理 呢 ? 这 时 , 我 们 很 自然 地 想到 可 以 按照 下 面 
的 方式 完成 。 拿 出 2 枚 25 分 的 硬币 ，1 枚 10 分 的 硬币 和 3 枚 1 分 的 硬币 交 给 顾客 。 不 
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看 出 ， 这 种 找 硬 币 的 方法 与 其 他 的 方法 相 比 ， 所 拿 出 的 硬币 个 数 是 最 少 的 。 这 里 ， 我 们 使 
有 目 了 以 下 的 找 硬币 算法 : 首先 选 出 一 枚 面值 不 超过 63 分 的 最 大 硬币 ， 即 25 分 的 硬币 一 枚 ; 
然后 从 63 分 中 减 去 25 分 ， 剩 下 38 分 ; 然后 再 选 出 一 个 面值 不 超过 38 分 的 最 大 硬币 ， 即 
又 选 出 25 分 的 硬币 一 枚 , 这 样 一 直 做 下 去 。 这 种 找 硬币 的 方法 实质 上 就 是 贪心 算法 的 思想 。 
顾名思义 ， 贪 心算 法 总 是 做 出 在 当前 看 来 是 最 好 的 选择 。 也 就 是 说 贪心 算法 并 不 是 从 整体 
最 优 上 加 以 考虑 ， 它 所 做 出 的 选择 只 是 在 某 种 意义 上 的 局 部 最 优选 择 。 当 然 ， 3 





























心算 法 得 到 的 最 终结 果 也 是 整体 最 优 的 。 幸 运 的 是 ， 上 面 所 说 的 找 硬币 算 结果 恰 
恰 就 是 一 个 整体 最 优 解 。 大 


克 
3.1 贪心 算法 的 设计 思想 KN 


如 上 文 所 述 ， 贪 心算 法 通常 用 于 解决 具有 最 大 值 或 # 优化 问题 。 它 就 好 像 
登山 运动 那样 ， 一 步 一 步 地 向 前 挺进 ， 直 到 山顶 。 设计 思想 就 是 ， 从 某 一 个 初 
”并 且 需 要 满足 问题 给 出 的 约 


始 状态 开始 ， 依 据 当 前 局 部 的 但 却 不 一 定 是 全 局 的 
束 条 件 ， 从 而 能 够 确保 目标 函数 的 值 增加 得 最 快 了 天 个 可 以 最 快 达到 问题 要 
求 的 输入 元 素 ， 以 便 尽 可 能 快 地 构成 问题 前 。 了 便 起 见 ， 我 们 给 出 
算法 3.1 来 描述 贪心 算法 的 设计 思想 。 

算法 3.1 贪心 算法 的 一 般 化 设计 借 3 

. greedy(S,n) > 交 以 

} 
Ye solution; 
站 
从 时 ， 我 们 将 初始 的 可 行 解 集 solution 设置 为 空 集 ; 然后 ， 采 用 select 按照 某 种 量度 
标 # 仿 “从 集合 S 中 选择 一 个 输入 元 素 x， 并 且 使 用 feasible 进行 判断 : 在 可 行 解 集 solution 
中 添加 一 个 新 的 元 素 x 以 后 ， 是 否 可 以 组 成 新 的 可 行 解 ， 如 果 可 以 ， 那 么 就 把 元 素 x 添加 
进 当前 的 可 行 解 集 solution 中 ， 同 时 将 其 从 原来 的 集合 S 中 删 去 ， 如 果 不 行 ， 那 么 就 舍弃 
元 素 x， 并 且 重 新 从 原 集合 S 中 选择 另 一 个 元 素 y 作为 新 的 输入 元 素 ， 然 后 重复 前 面 的 步 
又 ， 直 到 找 出 一 个 满足 原 优化 问题 的 可 行 解 为 止 。 

在 一 般 的 情况 下 ， 贪 心算 法 通过 一 个 迭代 的 循环 组 成 。 在 每 一 轮 的 循环 中 ， 通 过 少量 
的 局 部 的 计算 ， 力 争 去 找 出 一 个 局 部 的 最 优 解 ， 而 不 考虑 整体 是 否 达到 最 优 。 因 此， 这 种 


算法 是 一 步 一 步 地 建立 问题 的 解 。 每 一 步 的 工作 不 仅 增加 了 可 行 解 的 规模 ， 而 且 每 一 步 的 
选择 都 极 大 地 增 大 或 减 小 了 它 所 希望 实现 的 目标 函数 。 正 是 由 于 每 一 步 都 是 由 少量 的 工作 
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基于 少量 的 信息 构成 的 ， 因 此 ， 所 产生 的 贪心 算法 特别 有 效 。 正 是 因为 如 此 ， 在 较为 简单 
的 优化 问题 实例 中 ， 它 所 产生 的 局 部 最 优 解 可 以 转化 为 全 局 最 优 解 ， 但 是 ， 现 实 中 人 们 所 
面临 的 许多 优化 问题 通常 比较 复杂 ， 面 对 这 些 问 题 的 时 候 , 贪心 算法 往往 不 能 给 出 最 优 解 ， 
这 就 是 以 说 明 贪心 算法 存在 着 一 定 的 局 限 性 。 因 此 ， 在 设计 贪心 算法 时 ， 其 困难 在 于 证 明 
所 设计 的 算法 就 是 真正 解决 这 个 问题 的 最 优 算法 。 

适合 于 用 贪心 算法 求解 的 问题 ， 通 常 具有 以 下 两 个 重要 的 性 质 ， 即 贪心 ; 

优 子 结构 性 质 。 











































































































c;,…,cw} 表 示 出 纳 员 手 中 的 货币 ， 集 合 中 的 元 素 分 别 依次 顺序 于 示 
值 为 25 分 的 硬币 ，10 枚 面值 为 10 分 的 硬币 ，10 枚 面值 为 部分 疯 

的 硬币 ; 通常 用 向 量 X = (xi,xj,…xs) 表 示 出 纳 员 支付 绪 客 户 ; 
币 量 付 清 客户 的 63 分 钱 ， 在 当前 的 状态 下 ， 选 择 
一 步 ， 所 选择 出 的 硬币 集合 是 Si={e }， 于 是 ， 
将 原来 的 最 优化 问题 简化 成 为 在 集合 Ci={ czy 
个 子 问题 。 在 以 后 的 步骤 中 ， 可 以 使 用 同样 的 尖 





























以 达到 这 个 目的 。 因此， 在 第 
Yi = (1,0,…)， 与 此 同时 ， 











步 可 以 得 到 最 优化 问 


题 的 全 局 最 优 解 。 

最 优 子 结构 性 质 就 是 指 一 个 待 求 和 包含 它 的 子 问题 的 最 优 解 ,在 
前 面 所 述 的 硬币 兑付 问题 中 ， 集合 由 是 S,={cucchycocayca }。 第 
一 步 所 简化 了 的 子 问题 的 最 优 人 e487 }。 显 然 ，S, 是 S, 的 真子 集 ， 同 时 ， 


优 子 结构 性 质 的 问题 。 





Si Uf{c)}=S,。 让 


一 

,我 们 将 给 读者 介绍 怎样 使 用 贪心 算法 来 解决 一 种 更 加 复杂 的 最 优化 问题 一 一 

已 知 有 mn 种 物品 及 一 个 可 以 容纳 M 质量 的 背包 ,其 中 ,每 种 物品 i 的 质量 为 wi 
5 pi 想 定 将 物品 i 的 一 部 分 xi 放 入 背包 将 会 得 到 pixi 的 效益 , 在 这 里 , 0<xi<1, pi>0。 
怎样 的 装 包 方 法 才能 够 使 得 装 入 背包 的 物品 的 总 效益 值 最 大 呢 ? 这 就 是 著名 的 背包 问 

题 入 显然 ， 由 于 背包 所 能 承受 的 总 质量 为 M， 因 此 ， 这 就 要 求 所 有 选中 要 装 入 背包 的 物品 

总 质量 不 能 超过 M。 如 果 这 n 种 物品 的 总 质量 没有 超过 M， 那 么 ， 将 这 n 种 物品 全 部 装 入 


背包 即 可 获得 最 大 的 效益 值守 p, :但 是 ， 当 这 n 种 物品 的 总 质量 大 于 背包 所 能 承受 的 总 质 
量 M 时 ， 在 这 种 情况 下 ， 应 该 息 样 装 包 才 可 以 获得 最 大 效 着 呢 ? 这 就 是 本 节 所 需要 解决 的 
问题 。 根 据 前 面 的 叙述 ， 我 们 可 以 将 这 个 问题 形式 化 描述 如 下 。 

目标 函数 : d =max》 pxi 

约束 条 件 ， 了 wx <M 


1sisn 


法 求解 背包 问题 
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Eu d 
其 中 , 0<x<1, p>0, wi>0, i=1,2,…n。 满足 约束 条 件 的 任意 一 个 解 向 量 (1,x;,…,x,) 
是 背包 问题 的 一 个 可 行 解 ， 使 得 上 面目 标 函 数 取 最 大 值 的 可 行 解 是 最 优 解 。 
3.2.1 “背包 问题 贪心 算法 的 设计 思想 


例 3.1 讨论 下 列 情况 下 的 背包 问题 : n=3, M=20，(p,p,,p;)= (25,24,153) ，(w ,wwi) 
=(18,15,10)， 其 中 的 4 个 可 行 解 见 表 3-1。 


表 3-1 求解 背包 问题 的 部 分 可 行 解 


Ee 




















在 这 4 个 可 行 解 中 ， 可 行 解 @ 有 最 大 的 效益 值 和 和 接 
就 是 背包 问题 在 这 个 情况 下 的 最 优 解 。 

为 了 得 到 背包 问题 的 最 优 解 ， 必 须 将 物品 
背包 时 ， 可 以 全 部 装 入 或 者 只 装 入 该 物品 的 全 





[及 
3 将 任 一 物品 让 装 入 
物品 装 满 背包 。 如 果 























使 用 贪心 算法 对 背包 问题 进行 求解， Pi 的 那样 ， 首 先 要 选 出 最 
优 的 量度 标准 。 不 妨 先 取 目标 函数 作 种 物品 就 可 以 使 得 当前 的 背 
oo 天 区 下 的 食 心 策略 就 是 按照 效益 值 的 非 增 次 序 
依次 将 每 种 物品 装 入 背包 包 可 总 质量 为 止 。 这样， 如果 正在 考虑 中 
的 物品 装 不 进去 ， 则 可 以 将 当 包 。 但 是 ， 这 最 后 一 次 的 装 法 有 可 能 
不 符合 使 背包 每 次 a 度 标准 ， 可 以 考虑 换 一 种 能 够 获得 最 大 增 量 的 
物品 ， 将 它 (或 者 它 的 -部 仿 装 入 背包 从 而 使 得 最 后 一 次 装 包 也 符合 量度 标准 的 要 求 。 


例如 ， 假定 背包 可 以 承受 一 个 单位 的 质量 ， 而 在 背包 外 还 有 两 种 物品 ， 这 两 种 物品 分 别 

pk =2,wk =1)， 显 然 装 入 物品 k 比 装 入 物品 j 所 获得 的 总 效益 值 要 大 。 
.1 使 用 这 种 选择 策略 。 具 体 过 程 如 下 : 由 于 物品 1 有 最 大 的 效益 值 
首先 将 物品 1 装 入 背包 ， 这 时 ， 解 向 量 中 的 x,=1 且 效 益 值 为 25。 这 时 背包 
荆 两 个 单位 的 质量 。 物品 2 有 次 大 的 效益 值 (p = 24), 但 是 w, =15 ， 此 时 背包 中 
品 2， 只 能 装 入 它 的 2/115; 物品 3 的 效益 值 最 小 (p; =15)，w; =10， 同 理 ， 此 时 
背包 让 也 装 不 下 物品 3， 只 能 装 入 它 的 1/5， 究 竟 应 该 将 剩 下 的 两 个 物品 中 的 哪个 物品 的 一 
部 分 装 入 背包 呢 ? 需要 计算 物品 2 的 2/15 部 分 与 物品 3 的 1/5 部 分 谁 的 效益 值 更 高 ， 谁 高 
就 选择 谁 。 不 难 计算 物品 2 的 2/15 部 分 效益 值 (3.2) 高 于 物品 3 的 /5 部 分 效益 值 (3), 因此， 
应 取 物 品 2 的 2/15 部 分 装 入 背包 中 ， 这 样 一 来 ，x,=2/15。 因 此 ， 这 种 贪心 策略 得 到 可 行 
解 @ 的 解 ， 总 效益 值 为 28.2。 根 据 表 3-1， 显 然 ， 该 解 仅仅 只 是 一 个 次 优 解 。 由 该 例 可 知 ， 
按照 物品 效益 值 的 非 增 次 序 装 包 不 能 获得 最 优 解 。 
为 什么 上 面 的 量度 标准 不 能 获得 最 优 解 呢 ? 其 原因 在 于 背包 的 可 承载 质量 消耗 太 快 。 
这 样 ， 就 自然 而 然 地 启发 我 们 用 背包 的 可 承载 质量 作为 量度 标准 。 让 背包 的 可 承载 质量 尽 
可 能 慢 地 被 消耗 。 这 就 要 求 按照 物品 质量 的 非 降 次 序 将 物品 依次 装 入 背包 。 例 3.1 的 可 行 
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解 @@ 就 是 使 用 这 种 量度 标准 求 得 的 ,但 是 通过 表 3-1 可 以 看 出 这 个 解 仍然 只 是 一 个 次 优 解 。 
不 难看 出 ， 这 种 贪心 策略 得 到 的 解 也 只 能 是 次 优 解 ， 其 原因 在 于 虽然 背包 所 能 承载 的 质量 
渐渐 地 被 消耗 ， 但 是 效益 值 却 没 能 迅速 地 增加 。 于 是 ， 进 一 步 启发 我 们 利用 在 效益 值 的 增 
长 速率 和 可 承载 质量 之 间 取 得 平衡 的 量度 标准 。 也 就 是 以 每 一 次 装 入 的 物品 应 使 其 占有 的 
单位 质量 获得 当前 最 大 的 单位 效益 作为 量度 标准 。 这 就 需要 使 得 物品 的 装 入 次 序 按 照 
pi/wi 这 个 比值 的 非 增 次 序 依次 排序 。 在 这 种 策略 下 的 量度 是 已 经 装 入 物品 的 累计 效益 值 
与 所 占有 的 容量 之 比 。 将 该 贪心 策略 应 用 于 例 3.1， 得 到 的 解 是 可 行 解 @。 这 个 可 行 
解 就 是 背包 问题 在 这 种 情况 下 的 最 优 解 。 pa 


根据 前 面 的 分 析 ， 我 们 定义 的 数据 结构 如 下 。 
typedef struct { < 


float p; 

float w; 

float V7 

OBJECT instance[n]; 

Float x[n]; La 


由 上 面 的 数据 结构 ， 求 解 背 包 问 题 的 贪 允 
算法 3.2 贪心 算法 求解 背包 问 


是 cm 
输入 : 背包 载 承 量 M， 存 放 n fi ato instance[ ] 
输出 : n 种 物品 被 装 入 背包 的 份 络 xf | 背包 it 益 什 
. float knapsack,g El 小 T instance[ ],float x[ ],int n) 































































日 
dl 
— 

2. 1 
3 int i 

~ 
4. float ; Bp 
5 i=071<mit+) { /* 计 算 物 品 的 效益 质量 比 */ 
6 i nce[li] .v= instance[i] .p/instance[i].w; 


pp x[i]=0 /* 解 向 量 赋 初 值 */ 
CR len sees (instance,n); ”/* 按 照 效益 质量 比值 v 的 非 递增 次 序 排序 物品 */ 


a m=M; /* 背 包 的 可 承载 质量 */ 
1. for (i=0;i<n;i++){ 
八 1 if (instance[i] .w<=m) {( 。 /* 优 先 装 入 效益 质量 比值 大 的 物品 */ 
13, x[i]=1; 
14. m=m-instance[i] .w; 
15% p=ptinstance[il].p; 
16. 
TT elsel{ /* 最 后 一 种 物品 的 装 入 份额 */ 
18. x[i]=m/instance[i] .w; 
19, p=pt+x[i]*instance[i].p; 
20. break; 
人 } 
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一 a A) 


22. 
人 23 return p; 
3 | 


3.2.2 ”背包 问题 贪心 算法 的 分 析 


算法 3.2 的 执行 时 间 通 常 按照 以 下 方式 进行 估计 : 背包 问题 贪心 knapsack 年 eedy) 算 法 
的 第 5 一 8 行 ， 主要 用 于 计算 n 种 物品 的 效益 质量 比 ， 以 及 为 解 向 量 赋 初 什 全 全 杂 度 为 
@(n) ; 第 9 行 对 n 种 物品 的 效益 质量 比 按照 非 递增 的 次 序 排 好 序 ， 因 此 ， 时 间 复 2 
enlogn) ;第 11 一 22 wo 这 为 9(n) 。 

























这 样 一 来 ， 整 个 背包 问题 贪心 算法 的 执行 时 间 应 当 由 第 9 行 决定 ， 的 时 间 复 杂 度 为 
@logn) 。 另 外 ， 不 难看 出 ， 执 行 该 算法 的 空间 复杂 度 是 @ 用 书 存 放 每 种 物品 的 效 
益 质量 比值 。 

算法 3.2 可 以 完全 获得 背包 问题 的 最 优 解 ， 我 们 用 起 现 ; 证 算法 3.2 可 以 求 得 背 
包 问题 的 最 优 解 。 下 面 ， 我 们 来 证 明 使 用 第 三 种 量度 标准 的 贪心 算法 所 得 到 的 贪心 解 就 是 
背包 问题 的 最 优 解 。 证 明 的 基本 思想 是 ， 将 这 解 进行 比较 ， 如 果 这 两 
个 解 不 相同 ， 首 先 去 找 开 始 不 相同 的 第 一 个 xi 换 最 优 解 的 xj， 并 


且 证 明 最 优 解 在 分 量 置换 前 后 的 总 效益 值 ; 化 。 行 这 样 的 置换 ， 直 到 新 产 


生 的 最 优 解 与 所 求 出 的 贪心 解 完全 相 i 能 就 是 最 优 解 。 由 于 这 种 证 
者 就 应 该 学 握 它 。 
lE 池 序 以 后 ,背包 问题 信心 算法 可 以 


明 最 优 解 的 方法 在 本 教程 中 经 常 a 
a 如 果 所 有 


定理 3.1 当 物品 的 效益 
求 得 背包 问题 的 最 优 解 。 
证 明 假设 解 向 最 昊 2(x,, 入 ,个 

tk a 最 优 解 。 于 是 ， 不 妨 设 j 是 使 得 xj #1 的 最 小 的 
下 标 。 根 据 knapsack_grebdy 算法 可 知 ，， 对 于 任意 一 个 i(=1,2,…j-]，x; 都 等 于 1， 而 对 于 

)，x 都 等 于 0; 对 于 j， 有 0< xj<1。 如 果 解 向 量 X 不 是 一 个 最 
Wi ee es 
般 性 tee ahi 
标 k 


任意 一 个 ii=j 
这 样 的 1 。 根 据 以 上 的 假设 ， 经 过 推理 可 以 得 到 ，y,《 x, 。 这 个 结论 可 以 从 3 种 可 
情况 ， 即 k<j、k=j 和 k>j 分 别 获得 证 明 。 


1) 如 果 k<j， 则 有 x 等 于 1。 又 因为 y, x ， 因 此 有 y<x,。 

(2) 如 果 k=j， 由 于 > wix; =M， 并 且 对 于 任意 一 个 i(=1,2,…j-1)，x; 都 等 于 1; 而 ] 
对 于 任意 一 个 i(ij+1j+2,…,n)，x; 都 等 于 0。 假 设 y,>x, ， 显 然 有 >》 wiyi >M， 这 与 解 
量 Y 是 可 行 解 相 矛盾 ;如 果 y,=x， 则 与 假设 前 提 y, x 相 矛 盾 ， 因 此 有 <xk 。 

(3) 如 果 k>j， 则 > wixi >M， 这 是 不 可 能 的 。 现 在 ， 假 设 将 y, 增加 到 xk ， 那 么 就 必 
须 从 (yi,yi,,,…,y,) 中 减 去 同样 多 的 量 ,使 得 所 消耗 的 背包 总 质量 仍然 为 M。 这 样 就 会 导 
致 产生 一 个 新 的 解 向 量 Z=(zi,z,…,z,) ， 其 中 ，z =xi (=1,2…,k)， 并 且 有 
2 wi(yi 一)=wi(z 一 y)。 因 此 ， 对 于 解 向 量 Z 有 


k<isn 
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cy) 
ek 
(9 TS 


3 Pizi; = 2 piyi+(z — Yr WePk /We — > (yi —2Z)Wip; /Wi 
k<isn 


TSisn 1ISisn 


> 2 Py +t -yoOwe- Wp /w= 2 py 


各 果 玉 Ba 那么 解 向 量 Y 不 可 能 是 最 优 角 如 果 这 两 个 和 数 相等 ， 并 且 解 
向 量 Z 与 解 向 量 X 相等 ， 那 么 解 向 量 X 就 是 最 优 解 ， 如果 解 向 量 Z 与 解 向 量 X 不 相等 ， 那 
a 











X ， 从 而 证 明了 解 向 量 X 就 是 最 优 解 。 证 毕 。 








3.3 ”贪心 算法 求解 单 源 点 最 短路 径 | 


设想 我 们 要 从 甲 地 到 乙 地 去 ， 可 是 甲 地 和 乙 地 之 间 有 六 
线 可 以 是 公路 、 水 路 、 铁 路 或 者 航空 线 等 ， di 佳 的 呢 ? 这 种 “最 佳 
在 不 同 的 情况 下 具有 不 同 的 含义 ， 或 者 是 距离 最 短 坟 3 RN 时 间 最 少 ， 或 者 是 差旅费 用 最 
省 等 ， 但 是 ， 抽 象 起 来 看 ， 则 都 是 在 有 向 图 中 求 两 全 过 内 最 在 图 


相连 接 ， 这 些 交通 


































论 中 ， 最 短路 径 问 题 可 以 分 成 为 很 多 种 。 例 如 , 漠 经 问题 、 每 对 结 点 之 间 的 最 
短路 径 问 题 、 在 两 个 指定 的 结 点 之 间 必 须 通 其 他 结 起 的 最 短路 径 问 题 ， 以 


及 找 出 某 个 有 向 图 中 第 一 短 、 第 二 短 、A; 蕊 节 i 这 等 。 本 节 仅 仅 只 讨论 单 源 
点 最 短路 径 问 题 。 也 就 是 说 ， 已 知 G=(V，E) 及 边 的 权 值 函数 
c(e)， 求 由 有 向 图 G 中 的 某 个 SY 
有 向 图 中 所 有 有 向 边 的 权 值 都 > 


3.3.1 ee 法 的 设 ; 
例 3.2 如 图 3 所 采 的 有 向 图 , 桨 向 边 上 的 数 是 权 ， 如 果 w 是 起 始 结 点 (有 时 也 可 称 


为 源 点)， 屠 公认 结 点 名 到 结 点 v 的 大 路 各 就 应 该 是 wwswv 。 这 条 路 径 的 长 度 就 是 
二 到 条 路 上 有 3 条 边 ， 但 是 它 比 长 度 为 50 的 路 径 ww 要 短 一 些 。 结 点 








图 3.1 一 个 带 有 权 值 的 有 向 图 G1 
为 了 制定 产生 最 短路 径 的 贪心 算法 ， 对 于 这 个 问题 ， 我 们 应 该 设计 出 一 个 多 级 解决 方 











法 及 一 种 最 优 的 量度 标准 。 其 中 的 一 种 方法 就 应 该 是 逐条 构造 出 这 些 最 短路 径 ， 可 以 使 


办 
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到 目前 为 止 已 经 生成 的 所 有 路 径 长 度 之 和 作为 一 种 量度 ， 为 了 使 得 这 样 一 种 量度 达到 最 小 
值 ， 其 单独 的 每 一 条 路 径 都 必须 具有 最 小 的 路 径 长 度 。 当 我 们 使 用 这 样 一 种 量度 标准 时 ， 
事先 假定 已 经 构造 好 了 k 条 最 短路 径 ， 则 接 下 来 需要 构造 的 路 径 就 应 该 是 下 一 条 最 短 的 最 
小 长 度 路 径 。 生 成 从 结 点 v 到 其 余 所 有 结 点 的 最 短路 径 的 贪心 算法 的 设计 思想 就 应 当 是 按 
照 路 径 长 度 的 非 降 次 序 依次 生成 这 些 路 径 。 也 就 是 说 ， 首 先 ， 生 成 一 条 到 最 近 结 点 的 最 短 
路 径 ， 然 后 生成 一 条 到 第 二 近 结 点 的 最 短路 径 ， 依 次 类 推 。 在 图 3.1 中 ， 距 离 结 点 v 最 近 














































的 结 点 就 是 结 点 v, ( 结 点 v 到 结 点 v, 的 距离 是 10， 是 结 点 v 到 其 他 所 有 离 最 短 
的 )。 因此 , 路 径 vov, 是 将 要 生成 的 第 一 条 路 径 ; 与 结 点 v。 距离 第 二 近 的 结 点 点 Vo 
与 结 点 Vv 之 间 的 距离 为 25, 因此 ,路 径 vov,v; 是 要 生成 的 第 二 条 按照 这 样 的 顺 
序 依 次 生成 这 些 最 短路 径 ， 就 需要 确定 与 其 生成 最 短路 径 的 下 二 个 结 .总 人 以 及 到 这 一 结 点 
的 最 短路 径 。 不 妨 假设 集合 S 表示 对 其 已 经 生成 了 最 短路 径 的 那些 结 点 f 包 括 起 始 结 点 v 在 
内 ) 的 集合 。 对 于 不 在 集合 S 中 的 结 点 w, 不 妨 设 DIST(w) 上 始 的 仅仅 只 经 过 集 
全 














S 中 的 结 点 而 在 结 点 w 结束 的 那 条 最 短路 径 的 长 度 以 得 出 下 面 的 结论 。 





(1) 如 果 下 一 条 最 短路 径 是 到 结 点 u， 那 么 这 条 路 竹 是 从 结 点 v 处 起 始 而 在 结 点 

u 处 终止 , 并 且 仅仅 只 经 过 那些 在 集合 $ 中 的 结 点 。 为 TAFE 明 这 忒 点 : 应 该 证 明 从 起 始 结 点 v。 
在 下 集 合 S 性 ,不 妨 假设 在 这 

， 点 4 的 路 径 亦 包含 了 
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到 结 点 u 的 最 短路 径 上 的 所 有 中 间 结 点 一 定 
条 路 径 上 存在 有 一 个 不 在 集合 S 中 的 结 虚 w, 昼 
i 径 


条 从 结 点 v 到 结 点 w 的 路 径 ， 并 经 点 Vo 到 结 点 u 的 长 度 。 根 据 
前 面 的 假设 , 由 于 最 短路 径 是 依照 4 非 降 次 序 依 次 生成 的 ， 因 此 从 结 点 vo 到 结 点 w 
合 S 中 的 中 间 结 点 。 


的 最 短路 径 应 该 已 经 被 生成 。 
(2) 所 生成 的 下 一 条 路 径 的 绕 ?看 不 纤 集合 S 内 的 结 点 中 具有 最 短 距离 

, IST 创 定义 和 上 上 而 的 (1) 的 六 述 而 得 知 。 如 果 出 现存 在 有 

E 相 同 的 -DiST 值 的 结 点 的 情况 ， 那 么 就 可 以 选择 这 些 结 点 中 



































选 出 了 结 点 u 并且 生成 了 从 结 点 v 到 结 点 u 的 最 短路 径 之 后 ， 结 点 
1 的 一 个 元 素 。 在 这 个 时 候 ， 那 些 从 结 点 v 起 始 ， 仅 仅 通 过 集合 S 中 的 
合 S 以 外 的 结 点 w 处 结束 的 最 短路 径 有 可 能 会 减 小 ， 即 DIST(w) 的 值 可 能 会 
改变 了 ， 那 么 就 说 明 它 一 定 是 由 一 条 从 起 始 结 点 v 开始 ， 经 过 结 点 u 然后 
到 结 点 \w 的 更 短 的 路 径 所 生成 的 。 此 时 ， 从 结 点 w 到 结 点 u 的 路 径 上 的 中 间 结 点 应 该 全 部 
人 合 S 中 。 并 且 ， 从 结 点 v 到 结 点 u 的 路 径 一 定 是 这 样 一 条 最 短 的 路 径 ， 否 则 就 违背 

(D 中 关于 DIST(w) 的 定义 。 从 结 点 到 结 点 w 的 路 径 可 以 选择 成 不 包含 任何 中 间 结 点 。 
此 ， 我 们 可 以 得 出 以 下 的 结论 ， 即 如 果 DIST(w) 的 值 减少 了 ， 那 么 就 说 明 这 一 定 是 由 于 
生成 了 一 条 从 起 始 结 点 v 经 过 中 间 结 点 u 到 终止 结 点 w 的 更 短 的 路 径 。 其 中 从 结 点 v 到 
结 点 _u 的 路 径 就 是 这 样 一 条 最 短 的 路 径 ， 而 从 结 点 u 到 结 点 w 的 路 径 就 是 边 《u，w)。 而 
这 条 路 径 的 长 度 就 应 该 是 DIST(u) 与 边 〈《u，w》 的 权 值 之 和 。 


3.3.2 单 源 点 最 短路 径 贪心 算法 的 实现 
为 了 方便 起 见 ， 我们 在 有 向 带 权 图 G=(V，E) 中 ， 不 妨 将 顶点 用 数字 进行 编号 。 假 设 顶 
























































[Js 


点 集合 为 V={0,1,…,n-1}; 将 边 集 E 中 的 边 (ij) 的 长 度 存放 在 图 G 的 邻接 表 中 ; 用 布尔 数组 
s 来 表示 集合 S 中 的 顶点 ，s 四 为 真 ， 表 示 结 点 i 在 集合 S 中 ， 和 否则 不 在 集合 S 中 ; 采用 数 
组 元 素 d[i] 表 示 结 点 i 到 源 结 点 的 距离 ， 使 用 数组 元 素 p[i] 来 存放 结 点 i 到 源 结 点 的 最 短路 
径 上 的 前 方 结 点 的 编号 并 且 假 设 源 结 点 由 变量 u 设 定 。 有 向 带 权 图 G 的 邻接 表 的 数据 结构 
定义 如 下 。 


则 求 音源 点 最 短路 径 的 贪心 算法 的 描述 如 下 。 
算法 3.3 求 单 源 点 最 短路 径 问 题 的 贪心 算法 
输入 : 结 点 个 数 n， 有 向 图 的 邻接 表 头 结 点 node 轩 ， 


输出 : 其 余 结 点 与 源 结 点 u 的 距离 d]， 到 源 结 的 前 方 结 点 编号 p[] 
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pT t=j; 

28 temp=d[j]; 

pF F 

30 if (t==u) 

Si break; /* 如 果 找 不 到 ,就 跳出 当前 的 循环 */ 

2 s[t]=TRUE; /* 否 则 ,将 结 点 七 并 入 集合 s */ 

Sk pnode=node [t] .next; ”/* 更 新 与 结 点 t 相 邻 接 的 结 点 到 结 点 u 的 距离 */ 
3 while (pnode){ 

355 if(!s [pnode->v_num]lg&&d[Pnode->v_num]>d[t] mn) { 
365 d[pnode->v_num]= d[t]+pnode->leny 

EE pl[lpnode->v_num]=t; 

Ei: 二 2 

Se pnode=pnode->next; 


40. } 
41. 
delete s; 


43 











边 





的 长 度 ， 以 及 与 结 点 i 相 邻 接 的 所 有 结 
为 两 个 阶段 进行 : 初始 化 阶段 和 选择 具 
8 一 12 行将 源 结 点 到 所 有 其 余 结 点 的 8 
源 结 点 最 短路 径 上 的 前 方 结 点 的 纺 

接 结 点 ， 如 果 没 有 ， 则 表明 


点 编 







开始 时 ， Werner pe 点 i 相 关联 的 所 有 
中 网 的 
为 天 


在 和 的 链表 中 。 算 法 分 
点 阶段 oy 在 初始 化 阶段 ， 算 法 的 第 
合 S 置 为 空 ， 将 所 有 结 点 到 

行 与 第 14 行 源 结 点 是 否 存在 邻 


J 达 ， 此 时 ， 算 法 执行 过 程 停止 否则 ， 
对 ， 只 有 这 些 邻 接 结 点 x， 它 们 到 源 结 





第 15 一 19 行 预先 设置 源 结 点 






都 依然 是 无 限 大 ; 第 20 行将 源 结 点 并 


SP 相 邻 接 的 结 点 到 结 点 u 的 距离 ， 然 后 进入 新 的 一 轮 循环 。 最后， 要么 n-1 
， 完毕 ， 要 么 有 若干 个 结 点 不 可 达 。 
综 身 所 述 ， 不 难看 出 ， 在 有 n 个 结 点 的 有 向 图 上 ， 该 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n *n) 。 

















3.3 求 图 3.2 中 结 点 vo 到 其 余 各 个 结 点 的 最 短路 径 。 
i ~ 网 
攻 Rs ~、 mA 
1 } 也 (il 0 4 
SN h Ta 由 A ei 
a 和 Cl 
3 NA 


图 3.2 一 个 带 有 权 值 的 有 向 图 G2 
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以 这 7 个 结 点 的 有 向 图 的 相关 数据 作为 输入 ， 执 行 算法 3.3， 并 将 该 算法 第 8 行 for 循 
环 的 每 一 次 迭代 所 选取 的 结 点 和 DIST 的 值 以 表 3-2 的 形式 列 出 。 可 以 看 出 ， 只 有 当 这 7 
个 结 点 中 的 6 个 结 点 在 结 点 集合 S 内 时 ， 该 算法 才 会 终止 。 


























表 3-2 模拟 算法 3.2 的 执行 过 程 









迭代 










设置 初 值 











O132 
0,1,3,2,4 
0,1,3,2,4,5 








3.3.3 单 源 点 最 短路 径 贪心 算法 的 分 析 

现在 ， 我 们 开始 对 单 源 点 最 短路 径 贪心 算法 的 时 间 复 杂 度 进行 下 面 的 评估 : 第 8 一 12 
行 消耗 8(n) 时 间 ; 第 13 一 19 行 消耗 O(n) 时 闻 ;/ 第 22 一 413 光 是 局 个 二 重 循环 。 其 中 ， 外 
层 循环 的 循环 体 最 多 执行 n-1 轮 , 第 25 产 29 行 的 内 层 循环 中 YI 中 寻找 距离 结 点 u 最 近 
的 结 点 t， 最 多 消耗 OOn) 时 间 ， 第 33340 行 更 新 与 结 点 w 租 邻接 的 结 点 到 结 点 u 的 距离 
最 多 消耗 O(n) 时 间 ， 这 两 个 内 循环 最 多 需要 执行 mATN 轮 v 因此 ， 第 22 行 至 第 41 行 总 共 需 
要 消耗 Oo) 时间， 因此， 单 源 点 最 短路 径 信心 算法 的 时 间 复 杂 度 为 On) 。 同 理 可 以 得 出 
如 下 结论 : 单 源 点 最 短路 径 贪心 算法 的 空间 复杂 度 为 DOn) 。 














3.4 代 心算 法 求解 最 小 成 本 生成 树 问题 


生活 中 ， 图 的 最 小 成 本 生成 树 问题 有 着 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 如 果 用 图 的 结 点 表 
示 城 市 双 绪 点 与 结 点 之 间 相 连接 的 边 表 示 城 市 之 间 的 道路 或 者 通信 线路 ， 用 边 的 权 值 表 示 
道路 的 长 度 或 者 通信 线路 的 使 用 成 本 ， 那 么 最 小 成 本 生成 树 问 题 就 可 以 表示 为 城市 之 间 的 
最 短 的 道路 问题 或 者 求解 费 最 少 的 通信 线路 问题 。 
3 汉人 -最 小 成 本 生成 树 问题 
假设 图 G=(VE) 是 一 个 无 向 连通 图 。 如 果 图 G 的 生成 子 图 T=(V,E”) 是 一 棵 树 ， 那 么 称 
该 生成 子 图 T 是 图 G 的 一 棵 生成 树 (spanning tree)。 
例 3.4 图 3.3 显示 了 由 4 个 结 点 构成 的 完全 图 及 它 的 4 棵 生成 树 。 


cu TOO CO op CC 

6 | ok cb SS 
图 3.3 ”一 个 无 向 图 和 它 的 4 棵 生成 树 

应 用 生成 树 可 以 得 到 关于 一 个 复杂 网 络 的 一 组 独立 的 回路 方程 。 第 一 步 就 是 要 得 到 这 
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在 现实 
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个 复杂 网 络 的 一 棵 生成 树 。 假 设 集合 S 是 那些 不 在 生成 树 中 的 复杂 网 络 的 边 的 集合 ， 从 集 
合 S 中 取出 一 条 边 添加 到 该 生成 树 上 就 产生 了 一 个 环 ; 从 集合 S 中 取出 不 同 的 边 就 可 以 产 
生 不 同 的 环 。 如 果 将 克 希 霍 夫 (Kirchofp 第 二 定律 作用 到 任何 一 个 环 上 ， 都 可 以 得 到 一 个 回 
路 方程 。 用 这 样 的 方法 所 得 到 的 环 应 该 是 独立 的 ， 即 这 些 环 中 没有 一 个 可 以 用 这 些 剩 下 的 
环 的 线性 组 合 来 获得 。 这 是 由 于 每 一 个 环 都 包含 了 一 条 从 集合 S 中 取出 来 的 边 ， 并 且 这 条 
边 不 包含 在 任何 其 余 的 环 中 ， 因 此 ， 这 样 所 得 的 这 组 回路 方程 也 是 独立 的 。 可 以 证 明 ， 通 
过 一 次 取出 集合 S 中 的 一 条 边 放 进 所 产生 的 生成 树 中 而 得 到 的 这 些 环 组 成 - 痢 
这 个 图 中 的 所 有 其 余 的 环 都 可 以 使 用 这 个 基 中 的 这 些 环 的 线性 组 合 构造 出 来 。 
生成 树 在 其 余 的 方面 也 有 广泛 的 应 用 。 一 种 重要 的 应 用 是 由 于 
这 一 性 质 是 ， 生 成 树 是 图 G 的 一 个 最 小 子 图 T， 它 使 得 V(T)=V(G) 













































































生成 树 表 示 所 有 可 行 的 选择 。 


但 是 ， 在 实际 情况 中 ， 这 些 边 都 有 分 配给 它们 的 
交通 线 的 长 度 、 网 络 中 任意 两 个 站 点 之 间 的 通信 峙 间 等 ; 
有 的 权 值 都 为 正 数 )， 人 们 就 会 希望 在 结 习 一 组 交 
城市 连接 在 一 起 并 且 具 有 最 小 的 总 成 本 

下 所 选择 的 连 线 都 必须 构成 一 棵 树 -使 


的 生成 树 。 图 3.4 显示 了 一 个 无 向 图 及 它 的 最 :成 树 中 的 一 棵 生成 树 。 
人 A 
as 








2 人 图 3.4 一 个 无 向 图 和 它 的 最 小 成 本 生成 树 中 的 一 棵 生成 树 


er orate er 并 且 根 据 某 





略 来 选择 将 要 计 入 的 下 一 条 边 。 不 难 发 现 ， 最 简单 的 贪心 策略 就 是 选择 使 得 迄今 
为 AE 所 计 入 的 那些 边 的 成 本 之 和 具有 最 小 增 量 的 那 条 边 。 可 以 以 下 方法 用 来 解释 这 一 贪心 
策略 : 使 得 迄今 为 止 所 选择 的 边 的 集合 S 构成 一 棵 树 ， 并 且 将 需要 计 入 到 集合 S 中 的 下 一 
条 边 (u,v) (uv) 是 一 条 不 在 集合 S 中 并 且 使 得 SU {(uv)} 也 是 一 棵 树 的 最 小 成 本 的 边 。 这 种 
选择 准则 产生 一 棵 最 小 成 本 生成 树 所 对 应 的 算法 称 为 普 里 姆 (Prim) 算 法 。 


3.4.2 ” 普 里 姆 算法 的 实现 过 程 


设 图 G=(V,E,W)， 为 了 简便 起 见 ， 不 妨 设 结 点 集 为 V={0,1…,n-1}; 并 且 假 设 与 结 点 i 
和 结 点 j 相关 联 的 边 为 sj， 并 且 边 eij 的 权 值 用 c[i][] 表 示 ， 使 用 集合 T 来 表示 最 小 成 本 生 
成 树 的 边 集 。 Prim 算法 维护 两 个 结 点 集合 S 和 集合 N, 起 初 , 令 集合 T 为 空 集 , 集合 S={0}， 
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li 贫 心 算法 
(9 ~ 一 一 De 
集合 S=SU {j， 集 合 N=N-{j， 集 合 T=TU {eij}。 重 复 以 上 的 步骤 ， 直 到 集合 N 为 空 集 或 
者 找到 了 n-1 条 边 为 止 。 此 时 ， 集 合 T 中 的 边 集 ， 就 是 所 要 求 取 的 图 G 中 的 最 小 成 本 生成 
树 。 因 此 ， 我 们 可 以 将 Prim 算法 具体 描述 成 以 下 的 步骤 : 
(2) 如 果 集合 N 为 空 集 ，Prim 算法 结束 ; 否则 ， 转 步 又 (3)。 
(3) 寻找 使 得 isES，jsN， 并 且 c[i 中 最 小 的 i 与 j。 
(4) S= SU 仿 ，N=N- 仿 ，T=TU {eij}; 转 步骤 (2)。 
的 权 值 ， 
如 果 结 点 i 与 结 点 j 之 间 不 相 邻 接 ， 那 么 就 将 a Mi 布尔 数 
组 s 来 表示 集合 S 中 的 结 点 ， 如 果 si 为 TRUE， 则 表示 结 Sr 中 ， 否 则 ， 说 明 结 
点 i 不 在 集合 S 中 。 \ 
i 与 j， 我 们 可 以 考虑 以 下 的 
事实 : 如 果 边 @ij 是 这 样 的 一 条 边 ， 使 得 结 点 i 
称 为 边界 点 。 边 界 点 是 由 集合 N 转移 到 集合 点 j 是 一 个 边界 点 ， 那 
么 说 明 在 集合 S 中 至 少 有 一 个 结 点 i 与 便 起 见 ， 可 以 将 集合 S 
j 的 近邻 。 使 用 数组 neig[j] 


并 且 集合 N=V-S; 接着 ,执行 贪心 策略 ， 即 选取 iES，jEeN， 并 且 cfilj] 最 小 : 并 且 使 得 
(1) TI 为 空 集 ，S={0}，N=V-S。 
同 理 , 在 有 向 带 权 图 G=(VE) 中 , 结 点 使 用 数字 编号 , 假设 结 点 集 “nl1} 
用 邻接 矩阵 [il[j] 来 表示 图 G=(V,E) 中 的 结 点 i 与 结 点 j i 
_NU] 
为 了 能 够 有 效 地 寻找 使 得 iES，jeN， 并 且 cfij 
Ls | 那么 我 们 可 以 将 结 点 j 
中 与 结 点 j 相 邻 接 并 且 使 得 权 值 [if 点 
j 关联 的 边 的 权 值 。 将 这 两 个 





数组 称 为 近邻 信息 表 。 因 此 ， 










float crn] [om]; 
BOOL s[n];™ 

局 
EDGE Ttn]7 XxX 
int igln]; 
float ; 








加 
革 




















为 了 简明 起 见 } 假设 二 维 数组 可 以 通过 参数 传递 ,并且 可 以 在 函数 中 直接 引 
普 里 姆 4 六 按照 以 下 方式 描述 。 


于 求解 最 小 成 本 生成 树 的 Prim 算法 
~ :| 无 向 连通 带 权 图 的 邻接 矩阵 c]D， 结 点 个 数 n 


: 图 的 最 小 成 本 生成 树 TD，T 中 边 的 数目 k 


1. #define MAX FLOAT NUM 3.14e38  /* 最 大 的 浮 点 数 */ 
2. void prim(float c[][],int n, EDGE T[],int &k) 














人 

4 int irjrus 

BOOL *s=new BOOL[n]; 

- int *neig=new int[n]; 

float min,*w=new float[n]; 

8 s[0]=TRUE; /* 集 合 s={0}*/ 

9 for (i=1;i<n;i++) { /* 初 始 化 集合 N 中 每 个 结 点 的 初始 状态 */ 


办 
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w[il=c[0] [il; /* 结 点 主 与 近邻 的 关联 边 的 权 值 */ 
neig[i]=0; /* 结 点 的 近邻 */ 
s[i]=FALSE; /* 集 合 N={1，2。。“。，n-1j*/ 
} 
k=0; /* 最 小 成 本 生成 树 的 边 集 T 为 空 集 */ 
for (i=1;i<n;i++) { 
u=0; 
min= MAX_FLOAT_ NUM; 
for (j=1;j<n;j++) /* 在 集合 NH 中 检索 与 最 接近 的 结 点 u*/ 
if(!s[jl&gsw[j]<min) { 
u=j; 
min=w[j]; 
} 
if (u==0) /* 如 连通 图 ， 则 退出 循环 */ 
break; 
TIk] .u=neig[u]; 成 本 生成 树 的 边 */ 
T[k] .v=u; 过 
T[k++] .key=w [u]; 
s[u]=TRUE; 







点 的 近邻 信息 */ 


for (j=1;j<n;jt+ 





用 布尔 数 


14 行 是 初始 化 部 分 : 第 8 行 设置 集合 S 的 初始 元 素 S={0}; 第 9 一 13 行 设置 集合 N 中 所 有 


结 点 的 近邻 信息 ， 并 且 初 始 化 近邻 信息 表 ; 将 集合 N 中 所 有 结 点 i 的 近邻 都 置 为 结 点 0; 


与 近邻 相关 联 





的 边 的 权 值 都 设置 为 c[0][]。 因 此 ， 在 以 后 的 处 理 中 ， 只 要 检索 近邻 的 信息 ， 


就 可 以 找到 使 得 ies, jeN, 并 且 cfi]D] 最 小 的 i 与 j。 第 14 行 设置 最 小 成 本 生成 树 边 集 的 


初始 存放 位 置 
环 体 总 共 执 行 


n- 





并 入 集合 S。 











其 十 


。 第 15 一 35 行 是 普 里 姆 算法 的 第 二 部 分 ， 也 是 核心 部 分 。 这 是 一 个 循环 ， 循 





1 次 。 每 一 次 产生 一 条 最 小 成 本 生成 树 的 边 ， 并 且 将 集合 N 中 的 一 个 结 点 














bh， 第 16 行 与 第 17 行为 在 集合 N 中 检索 与 集合 S 最 接近 的 结 点 作 预 备 ; 


第 18 一 22 行进 行 检索 ， 此 时 ， 只 要 能 够 检索 近邻 信息 表 ， 从 集合 N 中 找到 使 权 值 wj] 最 小 


ce 


| 
mi 贫 心 算法 
(GO -一 


的 j 即 可 。 第 23 行进 一 步 判断 是 否 可 以 找到 这 样 的 结 点 j。 如 果 找 不 到 ， 这 时 的 集合 N 中 
所 有 的 w[]， 其 值 均 为 MAX_FLOAT_ NUM， 说 明 集 合 N 中 的 所 有 结 点 与 集合 S 中 的 结 点 
不 连通 ， 于 是 ， 普 里 姆 算法 过 程 结 束 ， 如 果 找 到 了 ， 则 说 明 它 与 它 的 近邻 所 关联 的 边 就 是 
最 小 成 本 生成 树 中 的 一 条 边 , 第 25 一 27 行将 这 条 边 的 信息 记录 在 最 小 成 本 生成 树 的 边 集 T 
中 。 第 28 行将 此 结 点 并 入 集合 S 中 ; 第 29 一 34 行 更 新 集合 N 中 结 点 的 近邻 信息 ， 转 到 循 
环 的 初始 部 分 ， 继 续 下 一 轮 的 循环 。 


3.4.3” 普 里 姆 算法 的 分 析 


下 面 ， 我 们 对 于 普 里 姆 算法 的 时 间 复杂 度 进行 简要 的 评估 : 人 8 一 14 行 的 
功能 是 初始 化 近邻 信息 表 和 结 点 集合 ， 需 要 消耗 @(n) 时 间 ; 第 15 的 循环 体 总 共 执 
行 n-1 轮 ; 第 16 行 、 第 17 行 及 第 23 一 28 行 ， 每 一 轮 循环 需要 消耗 @(D 时 间 ， 总 共 执 行 
n-1 次 ， 需 要 消耗 的 总 时 间 是 @(n) ; 第 18 一 21 行 的 功能 检索 与 集合 S 最 接 
近 的 结 点 ， 用 一 个 内 部 循环 来 完成 ， 循 环 体 总 共 需 要 he 环 。 因 此 ， 总 共 需 要 消 
耗 90n2) 时 间 ， 第 29 一 34 行 更 新 近邻 信息 表 ， 也 人 循环 来 完成 ， 循 环 体 总 共 需 


要 执行 n-1 轮 循环 ， 因 此 ， 总 共 需 要 花费 @(n”) 时 间 。 下 以 得 出 结论 ，Prim 算法 的 时 
间 复 杂 度 是 9(n2) 。 同 时 ， en OE a 

普 里 姆 算法 的 正确 性 通过 以 下 的 定理 给 出 : 

定理 3.2 ”在 无 向 带 权 图 中 寻 oa 

证 明 : 假设 由 普 里 姆 算法 :的 边 集 为 T， 无 向 带 权 图 G 的 最 小 
成 本 生成 树 的 边 集 是 T"， 以 玉 , 激 介 纳 法 证 明 T=T"。 

(1) 初始 时 ， 此 ， 

前 将 边 e=(Gij) 加 入 到 T 之 前 ， 结 论 成 立 ，G =(S， 


于 
(2) ronan 14 丰 
T) 是 图 G 的 最 小 子 树 。 普 里 姆 算法 ， 选 择 将 边 e=(ij) 加 入 到 T 时 ， 满 足 


isS，jsN， 器] 最 小 的 i 与 j 作为 与 边 e 相关 联 的 结 点 。 并 且 不 妨 设 S =SU 

仿 ,T"=TUAe}，G'3(S'"，T')。 此 时 ， 有 以 下 结论 

为 边 e 仅仅 只 跟 集 合 S 中 的 一 个 结 点 关联 ， 添 加 边 。 以 后 不 会 使 G* 形 

GG’ 仍然 是 联通 图 。 

图 G 的 最 小 成 本 生成 树 的 子 树 。 因 为 ， 如 果 边 eeT*， 那 么 这 个 结论 成 立 ， 如 

T ,那么 与 边 e 相关 联 的 结 点 必定 是 下 中 的 两 个 不 相 邻接 的 结 点 , 根据 生成 树 的 性 

，T U fe} 将 包含 一 个 回路 。 边 e 是 这 个 回路 中 的 一 条 边 ， 并 且 e=(ij), ies, jeN， 则 

本 路 中 一 定 存在 另 一 条 边 e=(xy)， 且 xES，yEN。 根 据 普 里 姆 算法 的 选择 ， 边 e 的 权 值 

小 于 或 者 等 于 边 e 的 权 值 。 如 果 令 T=T U {fe}j-{fe}， 那 么 就 说 明 T” 的 权 值 一 定 小 于 或 者 

等 于 T 的 权 值 。 如 果 T” 的 权 值 小 于 TT 的 权 值 ， 那 么 就 与 是 最 小 成 本 生成 树 的 边 集 相 矛 

盾 ， 因 此 ， 边 eeT*; 如 果 T”* 的 权 值 等 于 的 权 值 ， 那 么 此 时 使 用 新 的 来 标记 T”。 

综 上 所 述 ，T=T*， 因 此 ， 普 里 姆 算法 所 产生 的 生成 树 是 图 G 的 最 小 成 本 生成 树 。 


























































































































































证 毕 。 
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3.4.4 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 思想 方法 


克 重 斯 卡尔 (Kruska) 算 法 一 般 称 为 避 环 法 。 它 的 思想 方法 如 下 : 初始 时 ， 将 图 的 全 部 
结 点 都 作为 孤立 结 点 ， 每 一 个 结 点 都 形成 一 棵 只 含有 根 结 点 的 树 ， 由 这 些 树 形 成 一 个 森林 
T; 然后 ,将 所 有 的 边 按照 权 值 的 非 降 顺 序 排序 ， 形 成 边 集 的 一 个 非 降序 列 ; 接着 从 边 集中 
取出 权 值 最 小 的 一 条 边 ， 如 果 将 这 条 边 添加 进 森 林 T 中 ， 不 会 使 得 原 森 林 T 形成 回路 ， 就 
OO 
































两 种 情况 下 ， 都 将 其 从 边 集中 删 去 ， 然 后 重复 这 一 过 程 ， 直 至 将 n-1 条 边 林 以 

后 ， 算 法 的 整个 执行 过 程 结 束 。 此 时 ， 这 个 森林 中 所 有 的 树 就 被 连接 成 一 棵 树 闷 ， 它 就 是 

所 要 求 取 的 图 的 最 小 成 本 生成 树 。 
边 













在 将 边 e 添加 到 森林 T 中 时 ， 如 果 与 边 e 相关 联 的 结 点 u 与 结 上 
则 随 着 边 e 的 进入 ， 将 可 以 使 得 这 两 棵 树 合并 成 为 一 棵 树 ， 
结 点 v 都 出 现在 同一 棵 树 上 ， 那 么 新 加 入 的 边 。 将 会 把 这 
形成 回路 。 为 了 详细 地 描述 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 完整 实现 二 
find 操作 及 union 操作 。 


3.4.5 集合 的 树 表示 和 不 相交 集合 的 合并 一 笠 结构 
在 许多 应 用 中 ， 通常 首先 将 n 个 元 素 划 
为 一 个 集合 ,或 者 寻找 包含 某 个 特定 元 到 的 集合 。 
等 价 关系 : R={(x,y)lxESNnyESN(x% ， 求 : 
表示 求 模 运 算 。 这 时 ， 可 以 将 集合 's, 中 的 每 一 个 
某 两 个 元 素 之 间 是 否 存在 等 存 
合 
(D 初始 化 ，{Hj 37 有 15H }。 
人 人 8}。 
{1,4,7} {2} {3}{5}{6} 全 }。 
NTR7} {2,5} {3}{6} {8}。 
: |{1,4,7}{2,5,8} {3,6}。 


别 在 两 棵 树 上 ， 

关联 的 结 点 4 和 

起 来 ， 使 原来 的 树 
我 们 来 介绍 两 个 操作 : 




















则 将 这 两 个 元 素 所 在 的 集合 归并 成 
的 等 价 类 ， 就 可 以 类 似 这 样 地 进行 : 


























人 然后 再 将 这 两 个 集合 归并 成 为 一 个 集合 。 通 常 ， 我 们 将 前 面 的 一 个 操作 称 为 find 操 
f E 








为 了 有 效 地 实现 这 两 个 操作 ， 需 要 一 个 既 简单 又 能 够 达到 这 一 日 的 的 数据 结构 。 如 果 
将 每 一 个 集合 表示 成 一 棵 树 ， 树 中 的 每 一 个 结 点 表示 集合 中 的 一 个 元 素 ， 集 合 中 的 元 素 x 
的 数据 就 存放 在 相应 的 树 结 点 中 。 非 根 结 点 的 每 一 个 结 点 , 都 有 一 个 指针 指向 它 的 父 结 点 ， 
通常 将 这 个 指针 称 为 父 指 针 ， 根 结 点 的 父 指针 为 空 。 这 样 一 来 ， 棵 一 棵 的 树 所 表示 的 
集合 ， 就 形成 了 一 个 森林 。 因 此 ， 我 们 可 以 使 用 下 面 的 数据 结构 来 表示 集合 中 的 元 素 。 
Struct Tree node { 
struct Tree node *p; /* 指 向 父 结 点 的 指针 */ 
Type x; /* 存 放 在 结 点 中 的 元 素 */ 



































Ia 


cy) 
AS 贫 心 算 法 加 
(9 四 


集合 可 以 根据 集合 中 的 元 素来 命名 ， 这 个 元 素 就 称 为 该 集合 的 代表 元 素 。 集 合 中 的 所 
有 元 素 都 有 资格 成 为 集合 的 代表 元 素 。 要 将 元 素 x 所 代表 的 集合 与 元 素 y 所 代表 的 集合 归 
并 起 来 ， 只 需要 分 别 找 出 元 素 x 和 元 素 y 所 在 集合 的 根 结 点 ， 使 得 元 素 y 的 根 结 点 的 父 指 
针 指 向 元 素 x 的 根 结 点 即 可 。 

由 此 ， 可 以 把 离散 集合 中 的 find 操作 和 union 操作 的 含义 进行 如 下 定义 。 

find(Type x): 寻找 元 素 x 所 在 的 集合 的 根 结 点 ; 

union(Type x，Type y): 把 元 素 x 和 元 素 y 所 在 的 集合 归并 成 为 一 个 集 

但 是 ， 上 面 所 叙述 的 union 操作 有 一 个 明显 的 缺点 ， 就 是 树 的 高 度 可 能 


很 大 ， 以 
致 find 操作 可 能 需要 Q(n) 的 时 间 。 在 极端 情况 下 ， 树 可 能 会 变 成 i 3.5(a) 表 示 了 
这 种 情况 。 此 时 ， 树 就 转化 成 为 一 个 线性 表 。 


9 六: 生 

















RN Ea 
六 人 


为 了 避免 在 unio hy. 使 树 变 为 退化 树 ， 我 们 可 以 在 树 中 的 每 一 个 结 点 ， 存 放 一 
个 非 负 的 整数 全 称 为 结 点 的 秩 。 结 点 的 秩 等 于 以 该 结 点 作为 子 树 的 根 时 ， 该 子 树 的 高 度 。 
不 妨 设 x 和 y 是 : 
fg (ey) 操作 时 ， 比 较 rank() 和 rank(y)， 如果 rankCo>rank(y)， 就 把 x 作为 y 的 父 
亲 , 并 k( 玖 加 1。 图 3.5(b) 表 示 采 用 这 个 方法 对 n 个 集合 进行 归并 时 的 情况 。 增 加 了 结 
以 后 元 素 的 数据 结构 就 可 以 修改 成 为 下 面 的 数据 结构 。 

truct Tree node { 
struct Tree node *p; /* 指 向 父 结 点 的 指针 */ 
int rank; /* 结 点 的 秩 */ 
Type x; /* 存 放 在 结 点 中 的 元 素 */ 


从 











}; 
typedef struct Tree node NODE; 
当 所 处 理 的 元 素 经 常 随机 产生 ， 也 经 常 随机 删除 时 ， 可 以 采用 上 面 这 样 的 数据 结构 。 
有 时， 元 素 的 个 数 固定 ， 也 可 以 采用 数组 的 形式 来 组 织 这 些 数 据 。 例 如 : 








struct Tree node { 


struct Tree node *p; /* 指 向 父 结 点 的 指针 */ 
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此 时 ， 父 结 点 的 指针 ， 就 应 用 该 结 点 在 当前 数组 中 的 下 标 表示 。 

为 了 进一步 提高 find 操作 的 性 能 ， 可 以 采用 路 径 压缩 方法 。 在 使 用 find 操作 时 ， 当 找 
到 根 结 点 y 以 后 ， 再 沿 着 这 条 路 径 ， 改 变 路 径 上 所 有 结 点 的 父 指针 ， 人 ER 
结 点 y， 如 图 3.6 所 示 。 








图 3.6 pi 


尽管 路 径 压缩 增加 了 find 操作 的 找 行 二 问 ， 和 在 以 后 执行 find 操 
作 的 过 程 中 ， 时 间 也 将 会 大 大 缩短 入 记 次 操作 所 付 骨 的 多 余 时 间 ， 将 为 以 后 的 多 次 操作 节 
和 更 多 的 时 间 。 这 样 一 来，fina 措 作 和 inion 所 作 隐 只 沈 照 下 面 的 方式 进行 描 太 。 
算法 3.5 离散 集合 的 人 id 措 作 7 信人 
输入 : 指向 结 洁 点 xX 的 指针 xB A r /J 
输出 ， 指 向 结 点 ro 











在 路 径 压缩 以 后 ， 根 结 点 的 秩 有 可 能 会 大 于 该 树 的 实际 高 度 ， 这 时 我 们 可 以 把 它 作为 
该 结 点 高 度 的 上 界 来 使 用 。union 操作 可 以 按照 以 下 的 方式 进行 描述 。 


@s 


QO 0 贪心 算法 
GO ~- 一 


算法 3.6 ”离散 集合 的 union 操作 
输入 : 分 别 指向 结 点 x 和 结 点 y 的 指针 xp 和 yp 
输出 : 结 点 x 和 结 点 y 所 在 集合 的 并 集 ， 指 向 该 并 集 根 结 点 的 指针 


NODE *union (NODE *xp, NODE *yp) 


4 
NODE *up; 
NODE *vp; 
up=find (xp); 
vp=find (yp); NN 





if (up->rank<= vp ->rank) { 


’ up->p=VvPp; 

if (up->rank== vp ->rank) | 
10. vp ->rankt+t+; 

11. up=vp; 

12. 

3 else NS a 

14. VP ->p=up; 

15. return up; Dy 2 演 让 
有 和 0 


3.4.6” 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 实现 过 程 
对 于 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 3 


am 上 wmwNP 


vo 













作 及 union(uv) 操 作 。 其 中 两 外 3 3 

操作 和 re 结 点 结 点 不 相同 , 那么 继续 执行 的 union(u,v) 操 作 将 

会 把 边 e 加 入 到 T 中 ， 全 结 点 点 v 所 在 的 两 棵 树 归并 成 为 一 棵 树 ， 如 果 find(u) 
明 结 点 au 和 结 点 v 的 根 结 点 相同 ， 实 际 上 就 表示 结 点 u 和 结 点 v 在 同 

union(u,v) 操 作 ， 并 丢弃 边 e。 

寺 于 无 向 连通 带 权 图 G=(V,E,W)， 求 该 图 的 最 小 成 本 生成 树 的 克 鲁 斯 卡尔 算法 




















令 最 小 成 本 生成 树 的 边 集 为 T， 并 将 T 初始 化 为 空 集 。 
将 每 一 个 结 点 都 初始 化 为 树 的 根 结 点 。 
4 Tt 令 e=(aw) 是 边 集 E 中 权 值 最 小 的 边 ， 并 将 当前 下 赋值 为 E-fej。 
(5) 如 果 find(u) 冯 find(v) ,那么 就 执行 union(u.v) 操 作 , 并 将 当前 的 集合 T 赋 值 为 TU {e}; 
(6) 如 果 |TI<n-1， 则 转 第 4 步 ， 否则 ， 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 执行 过 程 结束 。 
下 面 ， 我 们 来 具体 描述 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 实现 。 假 定 无 向 带 权 图 G=(VE,W) 有 n 个 结 
点 ，m 条 边 。 为 了 说 明 问 题 简 单 起 见 ， 结 点 用 数字 编号 。 定 义 下 面 的 数据 结构 : 





























typedef struct{ /# 边 的 数据 结构 #/ 
float key; /* 边 的 权 值 */ 
int u; /* 与 边关 联 的 结 点 编号 */ 
int vs; /* 与 边关 联 的 结 点 编号 */ 


进行 描述 : 
算法 3.6 克 鲁 斯 卡尔 算法 
输入 : 存放 nm 个 结 点 的 数组 VO， 存放 m 条 边 
输出 ; 存放 最 小 成 本 生成 树 的 边 集 的 数 
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第 7 行将 数组 E 按照 边 的 权 值 构成 一 个 最 小 堆 。 第 8 一 10 行 把 每 一 个 结 点 都 作为 树 的 
根 结 点 ， 构 成 森林 。 第 14 一 23 行 执行 一 个 循环 ， 从 最 小 堆 中 取 下 权 值 最 小 的 边 e， 并 使 边 
数 m 减 1; 用 find 操作 取得 与 边 相 邻接 的 两 个 结 点 所 在 树 的 根 结 点 ， 如 果 这 两 个 根 结 点 不 
是 同一 棵 树 的 根 结 点 ， 就 使 用 union 操作 ， 将 这 两 棵 树 归 并 成 为 一 棵 树 ， 将 边 。 加 入 最 小 
成 本 生成 树 T 中 ， 将 这 个 循环 一 直 执行 下 去 ， 直 到 产生 n-1 条 边 的 最 小 成 本 生成 树 或 者 m 
条 边 已 经 全 部 处 理 结束 。 


3.4.7” 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 分 析 


A 
算法 的 第 7 行 采用 m 条 边 构成 最 小 堆 ， 需 要 花费 的 时 间 复 杂 度 logm); 第 8 一 
10 行 初 始 化 n 个 根 结 点 , 需要 花费 的 时 间 复 杂 度 为 O(n) ; 第 14 一 23M 多 执行 n-1 


次 , 在 循环 体 中 , 第 15 行 从 最 小 堆 中 删 去 权 值 最 小 的 边 ， Wo 体 需要 的 时 间 开 


























销 为 O(logm) ， 总 共 需 要 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogm) ; 在 循 ind 操作 至 多 需要 执 
行 2m 次 ， 因 此 ， 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 执行 时 间 由 第 7 每 决定 %| 其 花费 的 时 间 复 杂 度 为 
O(mlogm) 。 如 果 所 处 理 的 图 是 一 个 完全 图 ， 那 么 ,已 结 点 数 的 关系 为 m=n*(n-1)/2， 











































这 时 ， 用 结 点 个 数 来 衡量 ， 所 花费 的 时 间 复杂 ms= 如 果 所 处 理 的 图 是 一 个 平 
面 图 ， 那么 边 数 与 结 点 数 的 关系 为 m=O(n) * 此 时 所 需 间 复 杂 度 为 O(nlogn) 。 
rh i 间 开销 ) 为 @(n) ， 其 余 
工作 所 需要 的 空间 开销 为 @(D) 。 2 

下 面 ， 我 们 来 证 明 算法 的 正 得 3. We 

定理 3.3 克 鲁 斯 卡尔 算 ; 最 小 成 本 生成 树 。 


证 明 : 假设 图 G 是 无 向 未 
鲁 斯 卡尔 算法 所 产生 过 集 








结 点 既是 T 中 的 结 点 ， 同 时 也 是 了 中 
=ITI=o-1。 下 面 ,我们 使 用 数学 归纳 法 证 明 T=T 。 
边 ， 按 照 克 鲁 斯 卡尔 算法 ， 有 该 边 e ET。 此 时 ， 
于 XT' 是 图 G 的 最 小 成 本 生成 树 ， 因 此 ， 与 边 e 相关 联 的 结 点 一 定 是 
T 中 的 两 不 结 点 ， 根 据 生成 树 的 性 质 ， 我 们 可 以 得 出 结论 : 如 果 将 边 e 加 入 TT"， 
向 成 唯一 的 一 条 回路 。 不 妨 设 这 条 回路 是 61,e,,,…,es, ， 并 且 边 6, 是 这 条 回路 中 
。 令 边 集 T” =TU fe} 一 {es}， 并 且 边 6; 是 回路 6e1,ei…,es 中 除了 边 e 以 外 的 
边 , 则 边 集 T” 仍然 是 图 G 的 生成 树 , 并 且 边 集 T” 的 权 值 小 于 或 者 等 于 T 的 权 值 。 
塘 集 T” 的 权 值 小 于 T* 的 权 值 ， 那 么 就 与 T' 是 图 G 的 最 小 成 本 生成 树 的 边 集 相 矛盾 ， 
此 ， 有 边 e ET; 如 果 边 集 T" 的 权 值 等 于 T 的 权 值 ， 那 么 就 说 明 边 集 T" 也 是 图 G 的 最 
小 成 本 生成 树 的 边 集 ， 并 且 边 e e T”。 此 时 ， 我 们 可 以 使 用 新 的 边 集 T' 来 标记 边 集 T”。 
在 这 两 种 情况 下 ， 都 有 边 e ET 。 
(2) 如 果 边 e, 是 图 G 中 的 权 值 第 二 小 的 边 ， 同 理 可 证 边 e ET， 并 且 边 e, ET 。 
(3) 假设 6,e,,…,e, 是 图 G 中 前 面 k 条 权 值 最 小 的 边 ， 并 且 它 们 都 既是 边 集 T 的 元 素 ， 
又 是 边 集 T 中 的 元 素 ,， 不 妨 设 边 6,, 是 图 G 中 第 k+l 条 权 值 最 小 的 边 ,并 且 边 6e,,, eT, 但 
是 边 e.,, gT'; 同时 ， 与 边 e,,, 相 关联 的 结 点 也 是 边 集 TT 中 的 两 个 不 相 邻 接 的 结 点， 如 果 将 
边 e 加 入 到 边 集 下 中 去 ， 则 将 使 得 T' 构 成 唯一 的 一 条 回路 。 不 妨 设 这 条 回路 就 是 


| 





(1) 假设 
如 果 e, eT， 
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eenez…,em， 那 么 在 ei,ei,…,ein, 中， 必定 存在 一 条 边 e ET ， 并 且 边 eyeT; 否则 ， 
工 中 将 会 存在 回路 。 由 于 ee,…:ek,et 是 图 G 中 前 k+l 条 权 值 最 小 的 边 , 并 且 6,,e,,…,e. 
都 是 边 集 T 中 的 元 素 ， 因 此 ， 边 6 的 权 值 大 于 或 者 等 于 边 es 的 权 值 。 假 设 
T” =TU {ew} {es}， 那 么 就 可 以 说 明 T” 的 权 值 小 于 或 者 等 于 T 的 权 值 ， 根 据 以 上 的 分 
析 ， 必 有 边 es ET 。 

(4) 假设 6,e,,…,e, 是 图 G 中 前 面 k 条 权 值 最 小 的 边 ， 并 且 它 们 都 既是 边 集 ,T 中 的 元 
素 ， 又 是 边 集 下 中 的 元 素 ， 不 妨 设 边 e,, 为 图 G 中 第 k+l 条 权 值 最 小 的 gT, 
但 是 ，e.,, ET*。 由 于 6,e,,…,e, 都 是 边 集 T 的 元 素 ， 但 是 边 6,, 不 是 边 集 T 
克 和 鲁 斯 卡尔 算法 , 必 有 6,e,,…,el ,ei 形成 回路 ， 又 由 于 6,e,,…,6 
果 e, 也 是 边 集 T' 的 元 素 ， 将 会 使 得 T* 存 在 回路 。 因 此 ， 只 有 

综合 (1)、(2)、(3)、(4)， 可 以 得 到 T=T*。 因 此 ， A 
向 带 权 图 的 最 小 成 本 生成 树 。 证 毕 。 

使 用 贪心 算法 还 可 以 用 来 构造 一 棵 最 优 二 Ce Oe 


开 叙 述 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 设计 贪心 算 = 


oe 然后 介绍 
: 关 重 要 的 一 个 环节 就 是 寻找 贪 
要 使 用 数学 归纳 法 证 明 所 使 用 的 贪 
解 “ 定 是 这 个 问题 的 最 优 解 一 一 这 是 至 关 
限 贪 心算 法 对 于 此 最 优化 问题 求 出 的 解 仅 仅 只 是 
贪心 算法 用 于 求解 背包 问题 、 求 解 单 源 点 最 短路 












































法 可 以 正确 地 得 到 无 



















































径 问题 ， 以 及 3 
上 每 个 最 优化 问题 的 贪心 算法 给 予 了 求 得 问题 最 优 解 的 严格 证 明 或 说 明 。 

?算法 只 能 对 于 一 些 比较 简单 的 最 优化 问题 得 出 最 优 解 ,对 于 比较 复杂 的 最 优化 问题 
往往 使 用 筑 冯 算法 不 能 得 出 最 优 解 。 因 此 ， 我 们 必须 寻找 新 的 解决 这 类 最 优化 问题 的 算法 。 


> 课 后 阅读 材料 


单 源 点 最 短路 径 贪心 算法 求解 单 源 点 最 短路 径 问题 的 程序 实现 
编写 程序 时 ， 通 常 使 用 二 维 数组 Edge 来 表示 图 3.2 中 的 信息 。 如 果 从 顶点 vi 到 顶点 
Vi 有 一 条 长 度 为 x 的 边 ， 那 么 Edge[i][]=x， 如 果 从 顶点 vi 到 顶点 vi 没有 边 相 连接 ， 那 么 
Edge[il[j]=-= ，c= 可 以 用 一 个 非常 大 的 数 来 表示 ， 如 INT_MAX; 特别 地 ， 令 Edge[i][i]=0。 
这 样 一 来 ， 图 3.2 可 以 表示 为 
Edge[7][7]={0, 20, 50, 30, 2 ~， ~, 
co, 0.25，co，co, 70，c， 














co，co, 0,40, 25, 50，c， 
co,co，co, 0, 55，co，c， 
%, ~, ~, ,0, 10, 70, 
%, ®, ©, ©, ,0, 50, 
De ed 
我 们 使 用 一 维 数组 Path 来 表示 从 起 点 出 发 ， 到 各 个 顶点 的 最 短路 径 。 如 果 最 短路 径 上 
的 顶点 vi 的 前 一 点 为 v， 那 么 Path[i]=j。 最 优化 原理 可 以 保证 这 样 的 表示 
单 源 点 最 短路 径 贪心 算法 的 参考 程序 如 下 : 
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cy) 
和 贪心 算法 加 
(9 ~ 


WA Edge[3] [4]=55; 
T8s Edge[4] [5]=10; 
79. Edge[4][6]=70; 
80. Edge[5] [6]=50; 


81. int Path[SIZE]; /* 记 录 最 短路 径 信息 */ 
82. int npPathLength=Dijkstra (Edge,0, 6,Path); 
83. if(nPathLength==INT MAX) /* 计 算 从 起 点 v0 到 v6 的 长 度 */ 


84. cout<<" 从 起 点 v0 到 v6 没有 路 径 可 达 "<<end1; 


85. else 

86 

87. cout<<" 从 起 点 v0 到 v6 的 最 短路 径 为 :"<<end1; 

88. OutputPath (Path, 6); /* 输 出 从 起 到 va 的 中 短路 径 */ 

89. cout<< endl; 

90。 cout<<" 最 短路 径 长 度 为:w<< npathLe Re ; /* 输 出 最 短路 径 长 度 */ 






















Is 由 
92. return 0; 
co > 
程序 中 函数 Dijkstra 有 多 个 参数 ， 函 疾 过 前 说 明 该 E、 返 回 值 及 其 每 个 参 
数 的 意义 ， 是 非常 好 的 编程 习惯 ， 有 助 寺 以 后 阅读 程 





下 面 ， 我 们 通过 一 个 实际 应 用 
Dijkstra 算法 。 

【任务 】( 最 短 时 间 问 题 ) 小 
近 的 路 线 。 小 明 开 车 去 下 全，8 
能 到 达 公 司 呢 ? 假如 他 的 速度 是 1， 
灯 的 红 灯 和 绿灯 持续 qt 而 
交通 灯 。 

输入 


步 ; 求解 单 源 点 最 短路 径 问题 的 














晚 直 7 快 地 去 上 班 ， 请 帮 他 计算 出 一 条 最 
疗 | 红 灯 时 他 才 会 停 。 那 么 他 需要 多 久 才 
当 小 明 出 发 时 所 有 路 口 的 灯 都 是 红色 。 并 且 交通 
4 有 红 和 绿 两 种 颜色 。 小 明 家 门口 和 公司 门口 没有 









<100) 表 示 有 N 组 测试 数据 。 每 一 个 测试 数据 的 第 一 行为 整数 
(0<M< 接 下 来 M 行 ， 每 行 包括 像 “a b 20 10” 这 样 的 数据 。 它 表示 小 明 可 以 从 a 
A 之 间 的 距离 是 20, 并 且 b 处 交通 灯 ( 红 灯 或 绿灯 ) 时 长 为 10。 每 个 测试 样 例 的 最 
人 A 小 明 家 和 公司 的 名 字 ， 所 有 名 字 均 为 小 写字 母 。 

输出 

在 一 行 中 输出 小 明 使 用 的 最 短 时 间 。 

输入 样 例 输出 样 例 

1 40 

4 

ta20 10 


tb 109 
bal01l 








ae Ay 


ac200 
tc 


解 题 思 路 


这 个 问题 是 一 个 实际 应 用 问题 ， 仔 细 分 析 不 难 发 现 ， 该 问题 其 实 就 是 单 源 点 最 短路 径 
问题 的 一 个 变形 。 原 先 的 一 条 边 现在 由 两 部 分 组 成 ， 如 图 3.7 所 示 。 


这 条 路 的 长 度 “ | 过 红绿灯 的 时 间 XS 
图 3.7 一 条 边 的 两 部 分 Ce 


明白 了 这 一 点 就 可 以 按照 单 源 点 最 短路 径 进行 计算 了 。 WT 
据 都 有 结果 ， 因 此 不 必 考虑 没有 结果 的 情况 。 

到 过 红绿灯 地 点 时 着 比 是 红歌 绿 杂 即 可 分 情况 刘 稚 冰 达 目 的 地 的 时 间 判断 
到 达 十 字 路 口 时 为 绿灯 的 语句 为 “Treach/Tred/green%2 2 1 Tred/green——0: ” 判断 到 达 十 字 
路 口 时 为 红 灯 的 语句 为 “Treach/Tred/green%2==0”。 < 

从 而 可 以 使 用 单 源 点 最 短路 径 贪心 算法 解答 送 个 问题 ， 录入 单个 字符 时 为 了 减少 
getchar() 接 收 时 还 得 处 理 回 车 和 空格 这 种 输入 垃圾 4 可 以 使 用 > 个 字 符 申 来 接收 一 个 字符 ， 
这 样 处 理 起 来 比较 简单 。 下 面 ， 我 们 给 出 这 个 周 题 汐 参考 程 
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习题 与 思考 


1. 求 以 下 情况 背包 问题 的 最 优 解 
n=7,M=15,(pi,p3,*,p7)=(10,5,15,7,6,18,3),(Wi, Ws W7) =(2,3,5,7,1,4,1) 。 
(1) 将 以 上 数据 情况 的 背包 问题 记 为 I。 并 设 FG(D) 是 物品 按照 p; 的 非 增 次 序 输入 时 由 
贪心 算法 3.2 所 生成 的 解 ，FO(D 是 一 个 最 优 解 。 试 问 FO(D/FG(D 是 多 少 ? 


er 





~ 
le 贫 心 算法 
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(2) 当 物 品 按照 wi 的 非 降 次 序 输 入 时 ， 重 复 (1) 的 讨论 。 
2. 【0/1 背包 问题 的 讨论 】 如 果 将 本 章 讨论 的 背包 问题 修改 如 下 : 
极 大 化 pix 

1 





约束 条 件 》 wxi <M 




















Xi = 0 或 1]，i=12,…, [AAA 
这 种 背包 问题 称 为 0/1 背包 问题 。 它 要 求 物 品 或 者 整 件 装 入 背包 或 者 整体 不 装 入 。 
解 该 问题 的 一 种 贪心 策略 是 ， 按照 p,/wi 的 非 增 次 序 依次 考虑 这 些 物 咒 要 下 被 考虑 的 
物品 能 够 装 得 进 背 包 就 将 其 装 入 背包 。 试 证 明 这 种 贪心 策略 不 一 定 角 最 优 解 。 
3. 【活动 安排 问题 】 设 有 n 个 活动 的 集合 E={1,2,…,n}， 都 要 求 使 用 同 
资源 ， 例 如 ， 演 讲 会 场 等 ， 而 在 同一 时 间 内 只 有 一 个 活动 能 资源 。 每 个 活动 i 都 


有 一 个 要 求 使 用 这 一 资源 的 起 始 时 刻 s 和 一 个 结束 时 刻 丰 
动 i， 那 么 它 在 半 开 区 间 [s,f) 内 占用 资源 。 如 果 区 闻 \[SSf 


i 与 活动 j 是 相 容 的 。 也 就 是 说 ， 当 s; 三 或 者 s, 二 于 
排 问题 就 是 要 在 所 给 的 活动 集合 中 选 出 最 大 前 到 算法 实现 之 。 
4. 【区 间 覆 盖 问 题 】 在 一 个 数 轴 上 有 若干 个 区 整数 ) ， 每 个 区 间 的 长 
度 均 为 1， 现 用 整数 集 M 表示 区 间 ， 仅 表 示 间 9 右 端 点 ,假设 M 中 有 m 个 
元 素 , 现 有 n 条 线段 (m>n), 试 设计 一 这 些 线段 将 所 有 区 间 和 覆盖 后 的 最 短 距离 之 
和 d。 例 ;: M={1,3,4,8,11,14}， 
5. 【 带 有 限期 作业 排序 问 1 坏 理 器 的 计算 机 上 处 理 n 个 作业 ， 这些 
作业 组 成 了 一 个 作业 集合 以 有 科 时 间 内 (不 妨 设 为 1) 完 成 ， 又 假定 每 一 
个 作业 i 都 有 一 个 截 (di 是 大 手 旭 的 整数 )， 当 且 仅 当 作 业 i 在 它 的 截止 期 限 以 前 ( 包 
括 在 截止 期 限 上 ) 完 成 时 人 方 可 以 获得 p; tp; >0) 的 效益 。 试 设计 一 算法 构造 上 面 的 集合 ] 的 作 
业 子 集 ， 使 得 ; 业 子 集中 的 所 有 作业 都 可 以 在 它们 的 截止 期 限 以 前 (包括 在 截止 期 限 上 ) 
完成 ， Me 个 作业 子 集中 的 所 有 作业 全 部 执行 完毕 时 ， 具 有 最 大 的 效益 值 。 












县 设 定 s; < 人 。 如 果 选 择 了 活 
间 [s,,f) 不 相交 ， 则 称 活动 
i 与 活动 j 是 相 容 的 。 活 动 安 
































6 游戏 】 试 设计 一 算法 ， 满 足以 下 要 求 : 输入 一 个 高 精度 的 正 整数 M， 去 掉 
数字 后 使 得 剩 下 的 数 最 小 。 例 如 ，M=50267539 ， 去 掉 4 个 数字 ， 剩 下 的 数 
为 @39)，( 如 果 某 位 数字 是 0， 且 比 0 更 高 位 上 没有 非 零 数 字 ， 则 去 掉 当 前 的 数字 0)。 

雷达 安装 问题 】 假 定海 岸 线 是 无 限 长 的 直线 ， 陆 地 在 海岸 线 的 一 侧 ， 海 在 海岸 线 
4 全 站 一 侧 ， 海 上 有 若干 个 岛屿 ， 每 一 个 岛屿 用 海 这 一 侧 的 一 个 点 表示 。 现 在 如 果 要 在 海 
岸 线 上 安放 若干 个 雷达 ， 以 便于 对 岛屿 进行 侦查 ， 每 个 雷达 观测 范围 是 一 个 圆 ， 并 且 每 个 
雷达 的 观测 距离 都 是 dist( 即 圆 的 半径 为 disb。 现 使 用 笛 卡 儿 坐标 系 ， 给 定海 中 每 个 岛屿 的 
位 置 ， 以 及 雷达 观测 的 范围 (距离 )， 试 设计 一 算法 求解 出 最 小 的 雷达 数目 ， 使 其 能 够 覆盖 
海上 的 全 部 岛屿 。 













































































动态 规划 算法 


(1) 理解 动态 规划 算法 的 基本 思想 ; 

(2) 掌握 多 段 图 的 最 小 成 本 路 径 求解 方法 ; 
(3) 掌握 动态 规划 算法 求解 旅行 商 问题 及 其 关于 评 外 时 间 复 杂 度 的 分 析 ; 

(4) 掌握 动态 规划 算法 求解 资源 分 配 问题 及 其 关于 计算 时 问 复杂 度 的 分 析 

(5) 掌握 动态 规划 算法 求解 0/1 背包 问题 及 其 关于 计算 时 间 揽 条 度 的 分 析 ; 

(6) 掌握 动态 规划 算法 求解 最 长 公共 子 序 列 问题 及 楚 关 于 计算 时 间 复 杂 度 的 分 析 。 





动态 算 划 算法 的 设计 思想 


多 段 图 的 最 小 成 本 问题 


动态 规划 求解 的 经 典 问 题 


多 阶 友 决 策 问题 








本 章 的 重点 在 于 理解 多 阶段 决策 问题 的 基本 概念 ;理解 最 优化 原理 的 基本 思想 ; 理解 








可 以 使 

















动态 规划 问题 求解 的 多 阶段 决策 问题 的 标准 模型 一 一 多 段 图 的 最 小 成 本 路 径 问 题 








的 求解 过 程 ， 掌握 动态 规划 算法 的 基本 概念 及 实现 机 制 ; 掌握 动态 规划 算法 设计 的 基本 思 
想 ， 理解 动态 规划 算法 的 基本 设计 原理 ; 掌握 怎样 使 用 动态 规划 算法 来 解决 旅行 商 问题 、 


<) _ 
i 动态 规划 算法 
6、 一 Ped 


资源 分 配 问 题 0/1 背包 问题 及 其 最 长 公共 子 序列 问题 等 各 类 多 阶段 决策 优化 问题 ， 掌 握 怎 
样 分 析 使 用 动态 规划 算法 求解 的 多 阶段 决策 优化 问题 的 时 间 复 杂 度 与 空间 复杂 度 ; 难点 是 
如 何 将 实际 优化 问题 转化 成 多 阶段 决策 优化 问题 ， 并 且 怎 样 写 出 相 邻 两 个 阶段 之 间 的 状态 
转移 方程 。 


本 章 最 重要 的 概念 是 多 阶段 决策 问题 和 动态 规划 算法 的 基本 概念 ; 
个 算法 都 是 用 于 解决 某 一 类 问题 的 ， 本 章 中 所 讲授 的 动态 规划 算法 
在 我 们 设计 算法 解决 一 个 实际 问题 之 前 ， 必 须 首先 分 析 这 个 实际 问 
依据 这 些 特 征 选择 相应 的 算法 进行 求解 ， 往 往 会 获得 事 半 功 人 果 。 
以 使 用 动态 规划 算法 求解 的 问题 。 应 首先 熟练 掌握 对 于 最 优化 7 类 情况 ， 即 能 够 使 
用 动态 规划 算法 求解 的 最 优化 问题 是 多 阶段 决策 优化 问题 。 然后 证 明 这 一 问题 的 求解 过 程 
ott et he nt pe tae ee pr dd a 
的 状态 转移 方程 ， 最 后 ， 根 据 这 个 状态 转移 方程 设计 动态 规划 算法 求解 该 问题 。 值 得 一 提 


的 是 , 一 旦 最 优化 问题 可 以 使 用 动态 规划 算法 求解 ， 则 求 出 这 个 问题 的 最 优 解 ， 
这 是 动态 规划 算法 与 第 3 章 讲 到 的 贪心 算 ; 
程 得 到 


别 ， 之 ， 是 因为 满足 最 优 性 
原理 。 最 优 解 的 获得 是 由 于 根据 状 ,Kw 策 序列 ， 换 句 话说 ， 有 了 最 优 




































































决策 序列 ， 就 必然 会 有 与 之 相对 应 


ot. 使 用 的 是 贪心 算法 ， 贪 心算 法 主要 
招 十 是 的 次 心 策略 进行 选择 ， 在 面 对 一 些 比较 简 


第 3 章 叙 述 的 最 优化 问 


单 的 最 优化 问题 时 ， 


茹 这 种 算法 忆 


mr 步 

















4.1 动态 规划 算法 的 设计 思想 





在 现实 生活 中 ， 存 在 这 样 的 一 类 问题 ， 它 们 的 活动 过 程 不 仅 可 以 分 成 若干 个 阶段 ， 而 
且 在 任意 一 个 阶段 (不 妨 设 为 第 i 个 阶段 ) 以 后 的 行为 (选择 方案 ) 都 仅仅 依赖 于 第 i 个 阶段 的 
过 程 状态 ， 而 与 第 i 个 阶段 之 前 的 过 程 如 何 达到 这 种 状态 的 方式 没有 关系 ， 这 样 的 过 程 就 
构成 了 一 个 所 谓 的 多 阶段 决策 过 程 。 
例如 ， 经 过 了 23 年 的 奋斗 ， 王 平 同学 终于 获得 了 北京 大 学 的 经 济 学 博士 学 位 ， 为 他 的 
学 业 生涯 画 上 了 一 个 圆满 的 句号 ， 而 他 这 些 年 的 求学 经 历 其 实 就 是 一 个 多 阶段 决策 过 程 。 
我 们 可 以 站 在 王 平 同学 的 立场 上 设想 一 下 这 个 过 程 是 怎样 发 生 的 ， 假 设 王 平 6 岁 上 小 学 ， 
他 在 学 前 阶段 蔡 自 己 进 行 了 整个 学 业 的 总 体 规划 (一 般 情况 下 ， 他 当时 还 没有 这 个 能 力 ， 不 


办 

















算法 分 析 与 设计 教 答 O 〇 ) 。 
一 一 Oo) 


过 我 们 可 以 大 胆 假设 一 下 )， 如 果 他 要 在 30 岁 以 前 完成 人 生 中 的 学 业 梦想 一 一 成 为 北京 大 
学 经 济 学 博士 ， 必 须要 分 为 以 下 6 个 阶段 : 第 1 阶段 ， 进 入 学 习 氛 围 比 较 好 的 武昌 实验 小 
学 打 好 基础 (6 年 ); 第 2 阶段 ， 进 入 师资 力量 比较 强大 的 华中 师范 大 学 附属 第 一 中 学 (初中 
部 ) 学 习 (3 年 ); 第 3 阶段 ， 进 入 湖北 地 区 高 考 状元 学 校 一 一 黄冈 高 中 学 习 ， 准 备考 入 北京 
大 学 数学 系 (3 年 ); 第 4 阶段 ， 在 北京 大 学 数学 系 学 习 ， 获 得 理学 学 士 学 位 (4 年 )， 第 5 阶 
段 ， 在 北京 大 学 师 从 张维迎 教授 攻读 学 位 ， 并 获得 经 济 学 硕士 学 位 (3 年 ); 人 在 北 




















京 大 学 继续 师 从 张 教授 攻读 学 位 , 并 最 终 获 得 经 济 学 博士 学 位 (4 年 )。 按照 这 个 规划 ， 
王 平 同学 终于 可 以 在 29 岁 时 如 愿 以 偿 完成 自己 的 学 业 梦想 。 而 这 个 过 程 的 最 终 要 分 


成 以 上 6 个 阶段 的 ， 每 个 阶段 必须 要 进行 正确 的 选择 ， 也 就 是 所 谓 的 此 王 平 同 
学 的 整个 学 业 生涯 就 是 一 个 多 阶段 决策 过 程 。 

如 果 一 个 最 优化 问题 可 以 使 用 多 阶段 决策 过 程 进行 模拟 ,和 那 和 这 俱 问 题 就 是 一 个 多 阶 
段 决策 问题 。 在 多 阶段 决策 过 程 的 任何 一 个 阶段 ， 都 有 可 能 供 选择 的 决策 方案 
我 们 必须 且 只 能 从 这 些 方案 中 选择 一 种 决策 一 旦 每 策 方案 选 定 以 后 ， 就 形 
成 了 解决 这 个 多 阶段 决策 问题 的 一 个 决策 序列 。 如 果 ; 不 相同 ， 那 么 所 导致 的 问题 


的 结果 也 不 相同 。 动 态 规划 算法 的 最 终 目 标 就 是 要 许 选 择 的 决策 序列 中 选取 一 个 
ent 
有 限 









































阶段 决策 问题 最 优 
解 的 决策 序列 称 为 最 优 决 策 序列 。 
不 难 发 现 ， 只 要 原 问 题 的 决策 
从 所 有 可 能 的 决策 序列 中 找到 一 个 解 


暴力 破解 法 (或 穷 举 法 ) 

新 列 , 但 显然 这 种 方法 比较 笨拙， 
实现 的 效率 比较 低 。 因 此 , 在 20 世纪 
类 多 阶段 决策 问题 的 性 质 特 征 ， 提 










大 





于 种” 即 第 计 !1 个 阶段 的 最 佳 决策 方案 的 选择 仅仅 只 
依赖 于 第 i 个 阶段 的 决策 人 达 与 第 i 个 阶段 以 前 的 决策 没有 任何 关系 。 这 样 可 以 按照 递 推 关 
进行 决策 。 按 照 这 样 一 个 过 程 ， 不 仅 可 以 获得 多 阶段 决策 问题 的 最 
优 解 ， 而 此 可 以 使 数 举 量 急 剧 下 降 ， 从 而 可 以 大 大 降低 算法 的 时 间 复杂 度 ， 提 高 算法 的 执 
eg ht 指出 ， 多 阶段 决策 过 程 的 最 优 决策 序列 具有 下 面 的 性 质 ， 无 论 过 程 的 
初始 状态 和 初始 决策 是 什么 ， 其 余 的 决策 都 必须 相对 于 初始 决策 所 产生 的 状态 构成 一 个 最 
次 策 序列 。 如 果 所 求解 问题 的 最 优 性 原理 是 成 立 的 ， 那 么 就 说 明 使 用 动态 规划 算法 一 定 
商 这 个 多 阶段 决策 问题 。 

4 油 于 每 一 个 阶段 的 决策 仅仅 与 其 相 邻 的 前 一 个 阶段 所 产生 的 状态 有 关 ， 而 与 怎样 达到 这 
种 状态 的 方式 是 无 关 的 。 因 此 ， 我 们 可 以 将 每 一 个 阶段 作为 一 个 子 问题 进行 处 理 。 在 多 阶段 
决策 过 程 的 任何 一 个 阶段 ， 都 有 可 能 出 现 多 种 决策 供 选取 ， 在 这 些 决策 中 ， 只 有 一 种 决策 方 
案 对 于 全 局 来 说 是 最 优 的 。 为 了 说 明 这 个 问题 ， 可 以 假设 对 于 任意 一 种 状态 ， 可 以 进行 多 种 
决策 ， 而 任何 一 种 决策 可 以 产生 一 种 新 的 状态 。 在 这 样 一 种 前 提 下 ， 我 们 可 以 根据 最 优 性 原 
理 ， 对 于 初始 状态 S,， 构 造 一 个 集合 P = {pi4,pia,…,Pis} 是 可 能 的 决策 值 的 集合 ， 由 它们 所 
产生 的 状态 S, = {Si4,S13,…,Sis} ， 其 中 ， 不 妨 设 Si 是 对 应 于 决策 pi, 所 产生 的 状态 。 但 是 


此 时 我 们 依然 无 法 判定 哪 一 个 决策 是 最 优 的 决策 方案 。 因此， 我 们 可 以 将 这 些 决 策 值 集合 作 
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为 这 一 阶段 的 子 问 题 的 解 保存 起 来 。 依 次 类 推 ， 在 状态 集合 S, 上 做 出 的 决策 值 集合 P,， 产 生 
了 状态 集合 S, 。 最 后 ， 对 于 状态 S, ,={S, 1,S, 42.…,S,1,} ， 决 策 值 集合 
P, = {pa Paz Pat Paz Pras 77 Pazks 7 Pr st: Pn 2 Pn, sas} 是 可 能 的 决策 值 集合 。 
其 中 , 决策 值 集合 fp, ,ps43,…,Ppo.s,} 是 根据 状态 S,, 所 做 出 的 可 能 的 决策 。 由 决策 值 集合 P， 
所 产生 的 状态 S = {S113S% 25 Si S82 ;S23 So Son 2 3Sba ui。 状态 S, 
是 最 终 状 态 集合 ， 其 中 只 有 一 个 状态 是 最 优 的 。 我 们 可 以 假设 这 个 状态 是 S. 己 “ 它 是 由 决策 
pw 所 产生 的 状态 。 因 此， 可 以 确定 决策 p, 是 当前 的 最 优 决 策 方案 。 不 
据 状态 S$,,。 做 出 的 ， 由 此 进行 回 湖 ， 使 得 状态 到 达 S,，,， 的 决策 pzX 












































个 集合 {piu ,pa ，…puk }， 并 且 这 个 最 优 决策 序列 导 
{SSis ,Sa ,Si }。 按 照 最 优 性 原理 ， 决 策 序列 puspy 人 
及 初始 决策 pi 所 产生 的 状态 而 形成 的 一 个 最 优 决 
实现 了 由 初始 状态 S, 向 最 优 状态 S, 的 转移 。 








在 以 上 的 决策 过 程 中 ， me ee 常 可 以 将 这 种 策略 
或 者 目标 称 为 状态 转移 方程 (或 递 推 关系 E 所 所 确定 ， 并 且 应 用 于 
多 阶段 决策 问题 的 任意 一 个 阶段 的 3 多 程 可 以 递归 地 进行 ， 或 者 使 用 
循环 迭代 的 方式 完成 。 这 样 一 来 ， 各地 定义 ， 又 可 以 使 用 递 推 公式 
进行 表达 。 

once 在 这 个 决策 过 程 中 , 我 们 不 难看 出 ， 


i 向 i 直到 初始 阶段 ， 而 决策 的 具体 结果 及 所 产 
生 的 状态 转移 过 程 ， 即 台阶 段 开始 进行 计算 的 ， 然 后 依次 向 后 递归 或 者 
迭代 ， 直 到 产生 最 

以 上 的 论 ; 在 于 面 这 条 假定 下 进行 的 : 一 种 状态 ， 可 以 做 出 多 种 决策 ， 并 且 任 何 
一 种 决 “全 一 种 新 的 状态 。 可 是 ， 动 态 规划 算法 的 设计 方法 却 并 非 完 全 如 此 。 对 
a 问题 ， 可 能 会 出 现 多 种 不 同 的 表现 形式 和 解决 方式 ， 但 是 其 基本 思路 则 大 体 
Ws 下 而 我 们 通过 一 个 具体 的 多 阶段 决策 问题 的 标准 模型 进行 分 析 和 说 明 ， 


和 4.2 ”多 段 图 的 最 小 成 本 问题 


任何 一 个 可 以 使 用 动态 规划 算法 求解 的 具有 实际 背景 的 多 阶段 决策 问题 从 理论 上 来 
说 ， 都 可 以 转化 为 多 段 图 的 最 小 成 本 问题 。 因 此 ， 我 们 可 以 将 这 个 问题 看 作 可 以 使 用 动态 
规划 算法 求解 并 且 具 有 实际 背景 的 多 阶段 决策 问题 的 理论 模型 。 换 名 话说， 对 于 任何 一 个 
多 阶段 决策 问题 ， 如 果 能 够 将 其 转化 为 多 段 图 最 小 成 本 问题 ， 就 可 以 使 用 动态 规划 算法 求 
得 该 问题 的 最 优 解 。 所 以 ， 我 们 首先 对 于 这 个 多 阶段 决策 问题 的 理论 模型 一 一 多 段 图 最 小 


成 本 问题 进行 较为 详细 的 讨论 。 


























































算法 分 析 与 设计 教程 《 由 
一 一 本 

4.2.1 多段 图 的 决策 过 程 
定义 4.1 给 定 有 向 带 权 连通 图 G=(V,E,W)， 如 果 将 结 点 集合 V 划分 成 为 k 个 互 不 相 
交 的 子 集 Vi, 并且 1<i<k, k 宇 2, 使 得 边 集 E 中 的 任何 一 条 边 (uv), 必 有 uEVi, vEVin， 


则 称 该 有 向 带 权 连 通 图 为 多 段 图 。 并 且 令 |ViFIVx=1， 称 结 点 sE Vi 为 源 点 ， 结 点 te Vi 为 
汇 点 。 
















































则 多 段 图 的 最 小 成 本 问题 就 是 求 从 源 点 s 到 汇 点 t 的 最 小 成 本 的 通路 。 根据 多 段 图 的 k 
个 互 不 相交 的 子 集 Vi， 将 多 段 图 划分 成 为 k 段 ， 每 一 段 包含 结 点 的 一 个 子 集 LO 便于 进 
行 决策 ， 通 常 将 结 点 集合 V 中 的 全 部 结 点 都 按照 段 的 顺序 进行 编号 来 ,我 们 首先 
可 以 对 源 点 s 进行 编号 , 然后 可 以 依次 对 于 结 点 集 V, 中 的 每 一 个 据 多 段 图 的 
定义 ， 由 于 结 点 集 V, 中 的 结 点 都 互 不 相 邻 ， 因 此 ， 它 们 之 间 的 相互 顺 疗 : 。 以 此 类 
推 ， 直 到 所 有 结 点 编号 完毕 。 假 定 带 权 图 中 的 结 点 个 数 为 源 忠 3 为 1， 则 汇 点 
t 的 编号 应 为 n。 并 且 ， 对 于 边 集 E 中 的 任意 一 条 边 (u,m) ， 定 结 点 u 的 编号 小 于 结 
点 v 的 编号 。 

决策 的 第 一 阶段 ， 确 定 多 段 图 中 第 k-1 段 的 所 有 结 想 到 达 汇 点 t 所 需 最 小 费用 的 通路 。 
并 且 需 要 将 这 些 信息 保存 下 来 ， 以 便 在 最 后 形 时 使 有 于 是 ， 我 们 通常 使 用 数 
组 元 素 cost[i] 来 存放 结 点 i 到 汇 点 t 的 最 小 J path 来 存放 结 点 i 到 汇 点 














决策 的 第 二 阶段 ,确定 多 段 图 
此 时 , 我 们 可 以 使 用 第 一 阶段 所 形 
与 数组 path 的 相应 元 素 中 。 


然后 ， 我 们 从 源 点 Pp: 
path 信息 中 ， 人 
到 汇 点 t 形 成 了 一 个 i 
对 于 边 集 

边 , 那么 cuy 应 ; 了 大, 在 计算 机 中 通常 将 这 个 数值 设置 成 不 超过 机 器 字 长 的 最 大 数 。 


可 以 列 出 以 下 的 状态 转移 方程 ; 
一 cost[i] = min{es + cost[j]} (4-1) 


| path[i]= 使 得 {cy +cost[ 让 最 小 的 j (i<j<n) (4-2) 
入 可 以 使 用 数组 route[n] 来 存放 从 源 点 s 出 发 ， 到 达 汇 点 t 的 最 短 通路 上 的 结 点 编 
号 6 那么 ， 动 态 规划 算法 求解 多 段 图 的 最 小 成 本 的 步骤 可 以 按照 以 下 方式 叙述 : 

(1) 对 于 所 有 的 i，0i<n， 将 cost[i] 初 始 化 为 最 大 值 ; path[ 初 始 化 为 -1; cost[n-1] 初 
始 化 为 0。 

(2) 令 i=n-2。 

(3) 根据 式 (4-1) 和 式 (4-2)， 计 算 cost[i] 和 path[i]。 

(4) i=i-1， 如 果 i 关 0， 则 转 步 又 (3)， 否 则 ， 转 步骤 (5)。 

(5) 令 二 0，route[i]=0。 

(6) 如 果 route[ij=n-1， 那 么 此 算法 执行 过 程 完毕 ， 否 则 ， 转 步骤 (7)。 

(7) 二 i+1，route[i]=path[route[i-1]]; 转 步 又 (6)。 
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例 4.1 求解 如 图 4.1 所 示 的 5 段 图 的 最 小 成 本 问题 。 


人 KR ee ory 


OA 起 有 
2 





图 4.1 ee 5 .Aa 


不 难看 出 ， 在 图 4.1 中 ， 结 点 的 编号 已经 按照 多段 图 分 眉 砚 序 依次 进行 了 编号 。 如 
果 我 们 使 用 动态 规划 算法 求解 该 多 段 图 的 最 小 成 本 ”这 程 加 防 如 下 执行， 





a -A 
和 


根据 以 上 的 过 程 ， 我 们 不 难得 出 具有 最 小 成 本 的 路 径 为 0,1,6,9,11 或 者 0,2,5,9,11; 需 
要 的 最 小 成 本 为 16。 


4.2.2 多段 图 模型 动态 规划 算法 的 具体 实现 





定义 图 的 邻接 表 的 数据 结构 如 下 : 





我 们 可 以 使 用 以 下 的 数据 结构 来 存放 相关 信息 : 三 “等 


这 样 一 来 ， 家 了 的 最 小 本 人 人 可 以 按照 以 下 的 方式 进行 描述 : 


输入 : A 总 上 ka 入 
输出 :最 小 成 本 ， 只 有 DX 山 8 人 号 Frouef] 





区 今 ， 
NS 4 章 “动态 规划 算法 
人 ) a 





信和 path[i]=pnode->v_num; 

22. 

之 pnode=pnode->next; 

24. 水 

25: } 

PL i=07 

2 whilel((route[i]!=n-1)&g (path[i]!=-1)) { 
228 了 十 十 

29. route[i]=path[route[i-1]]; 

30. } 

Ss min cost=cost[0]; 

2 delete path; 

33. delete cost; 

34. return min cost; 并 
Ded 


这 个 动态 规划 算法 主要 由 3 个 部 分 组 成 。 
对 于 所 有 的 i(0 志 i<n)， 将 cost 自 初始 化 为 为 -1， 且 将 cost[n-1] 初 
始 化 为 0; 第 二 部 分 主要 执行 分 段 决策 ， 个 结 点 到 汇 点 的 最 小 
成 本 ， 并 且 确 定 每 一 个 结 点 到 汇 点 的 具有 入 方 结 点 。 这 一 部 分 主要 通 
过 算法 4.1 的 第 16 一 25 行 完成 。 有 和 瑟 不 相交 子 集 顺序 预先 编号 ， 并 
且 编 号 大 的 结 点 首先 计算 ， 进 和 。4 这 样 一 来 ， 就 可 以 确保 在 对 每 一 个 
结 点 进行 计算 和 决策 时 ， 其 到 江 点 都 已 经 计算 和 决策 完毕 ， 因 此 ， 
我 们 可 以 直接 使 用 其 前 万 结 点 由 第 26 一 30 行 组 成 ,其 主要 工作 就 是 
进行 全 局 的 最 优 决策 3 放 ”依次 递 推 地 确定 其 前 方 结 点 ， 直 到 汇 点 为 止 。 
或 者 ， 直 到 ， ， 如 果 出 现 这 种 情况 ， ee 


台 化 , 由 第 10 一 15 行 组 成 ， 即 





















































分 即 第 10 广 15 行 初始 化 部 分 ， 其 时 间 示 由 ot 循环 决定 ， 该 循环 的 循环 体 - - 共 需 要 执 
需要 的 时 间 耗 费 为 G(n) 。 接 着 讨论 第 二 部 分 的 耗费 时 间 : 不 难看 出 ， 第 16 一 
[ 决策 部 分 ， 是 由 一 个 嵌 套 的 循环 语句 组 成 ， 外 部 的 for 循环 的 循环 体 总 共 需 要 
季 m-1 次; 此 外 ， 内 部 的 while 循环 对 于 所 有 结 点 的 出 边 进行 计算 ， 并 且 在 所 有 循环 中 ， 
和 边 仅仅 只 需 计算 1 次 。 因 此 ， 在 这 一 部 分 ， 除 了 每 一 个 结 点 处 理 一 次 外 ， 每 一 条 
i 需 处 理 一 次 。 不 妨 假设 原 多 段 图 有 m 条 边 ， 那 么 易 知 这 部 分 所 需要 的 时 间 耗 费 为 
@+m) 。 最 后 讨论 第 三 部 分 所 需 花费 的 时 间 : 第 26 一 30 行 形成 了 最 优 决 策 序列 , 由 while 
和 如 果 该 多 段 图 分 成 k 段 ， 那 么 该 循环 体 需要 执行 k 次 ， 因 此 需要 花费 的 时 间 为 
@(k) 。 综 合 以 上 3 个 部 分 的 分 析 ， 不 难得 出 以 下 结论 ; 该 动态 规划 算法 4.1 的 时 间 复 杂 度 
为 O(n+m)。 
从 算法 4.1 的 第 6 一 9 行 可 以 看 出 ， 该 算法 所 需要 的 空间 开销 为 @Cn) 。 




































































4.2.3 多段 图 模型 的 求解 实例 
下 面 ， 我 们 来 看 一 个 运用 多 段 图 模型 求解 的 一 个 实际 例子 一 一 旅行 商 问题 (或 货 序 担 问 


办 
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题 )。 旅 行商 问题 (traveling salesperson problem，TSP) 属 于 既 易于 描述 同时 又 难以 求解 的 著 
名 难题 之 一 ， 至 今世 界 上 还 有 相当 多 的 学 者 在 研究 对 于 该 问题 的 求解 方法 。 这 个 问题 的 基 
本 描述 是 : 某 个 售货员 要 到 若干 个 村 庄 售 货 ， 各 个 村 庄 之 间 的 路 程 是 已 知 的 ， 为 了 提高 售 
货 效率 ， 售 货 员 决 定 从 自己 所 在 商店 出 发 ， 到 各 个 村 庄 售 货 一 次 且 仅 一 次 货 后 返回 商店 ， 
问 他 应 该 选择 一 条 怎样 的 路 线 才能 使 所 走 的 总 路 程 最短 ? 该 问题 可 以 形式 化 地 描述 如 下 : 


假设 图 G=(VB) 是 一 个 具有 边 成 本 为 ci 的 有 向 带 权 图 ， 其 中 ， 边 成 本 定义 如 下 yy 即 对 于 任 
何 i、j， 有 cj>0; 如 果 边 (i,j)# 边 集 E， 则 令 边 成 本 为 cs ee Ne 































































定 m>1。 则 图 G 的 一 条 周游 路 线 即 是 包含 结 点 集 V 该 半 游 路 
线 的 成 本 就 是 该 路 线 上 所 有 边 的 成 本 总 和 。 旅 行商 问 9 周游 路 线 
问题。 

有 很 多 实际 问题 可 以 归结 为 旅行 商 问题 。 例 如 ， 邮 路 问题 坏 旺 一 个 旅行 商 问题 。 假 定 
有 一 辆 邮 车 要 到 n 个 不 同 的 地 点 去 收集 凤 件 ， 这 种 情况 可 以 妥 用 羡 点 的 有 向 图 进行 
表示 。 其 中 一 个 结 点 表示 该 邮 车 出 发 并 要 返 邮局 其 从 结 点 表示 需要 收集 
邮件 的 了 个 地 点 。 从 地 点 ;到 地 点 j 的 距离 可 以 通过 边 《 i 
所 行经 的 路 线 即 是 一 条 周游 路 线 ， 我 们 的 问题 是 要 求 刘 和 距离 的 周游 路 线 。 

第 二 个 例子 是 在 一 条 装配 线 上 使 用 一 人 只 件 上 的 螺母 问题 。 该 机 








械 手 从 其 初始 位 置 (该 位 置 在 第 一 个 需要 紧 fi 依次 移动 到 其 余 的 每 一 
个 螺母 ， 最 后 返回 到 初始 位 置 。 机 械 和 就 是 以 凶 为 结 点 的 一 个 有 向 带 权 
图 中 的 一 条 周游 路 线 。 而 一 条 具有 芝 将 可 以 使 得 该 机 械 手 完成 其 工作 所 
花费 的 时 间 最 短 。 注 意 : 在 这 个 例 桔 机 横 所 移动 的 时 间 总 量 是 可 以 变化 的 。 
第 三 个 例子 是 产品 的 生产 多 一 组 机 器 上 生产 n 种 不 同 的 产品 

其 生产 过 程 是 周期 性 进 和 生产 周期 肉 ， 这 n 种 不 同 的 产品 都 要 被 生产 出 来 。 
要 生产 这 些 产品 一 种 时 第 i 种 产品 时 所 需要 消耗 的 资金 (1 二 i<n)， 通 常 
称 为 生产 成 本 ; 另 - 种 是 这 些 机 器 由 生产 第 i 种 产品 转换 到 生产 第 j 种 产品 时 所 消耗 的 资金 
ci， 通 常 称 为 转换 成 本 。 显 而 易 见 ， 生 产 成 本 与 生产 顺序 是 无 关 的 。 因 此 ， 我 们 希望 找到 
em 9 顺序， 从 而 使 得 生产 这 n 种 产品 的 转换 成 本 之 和 为 最 小 。 由 于 生产 是 

















按照 生 进行 的 ， 因 此 在 开始 下 一 个 周期 的 生产 时 也 需要 消耗 转换 成 本 ， 此 时 的 转换 
成 本 即 产 最 后 一 种 产品 到 生产 第 一 种 产品 的 转换 成 本 。 于 是 ， 我 们 也 可 将 这 一 问题 











为 个 具有 nm 个 结 点 ， 并 且 边 成 本 为 ci 的 有 向 带 权 图 的 旅行 商 问题 。 
~ 商 问 题 需要 从 有 向 带 权 图 G 中 的 全 部 周游 路 线 中 求 出 具有 最 小 成 本 的 周游 路 线 ， 

起 始点 出 发 的 周游 路 线 总 共有 (n-1)! 条 ， 即 为 除 初始 结 点 外 的 n-1 个 结 点 的 排列 数 ， 
因此 旅行 商 问 题 即 是 一 个 排列 问题 。 一 般 说 来 ， 如 果 使 用 暴力 破解 的 方法 求解 排列 问题 的 
上 时 间 复 杂 度 比较 大 ， 这 是 因为 n 个 物体 有 n! 种 排列 方案 ， 即 通过 枚 举 (n-1)! 条 周游 路 线 ， 
从 中 找 出 一 条 有 具有 最 小 成 本 的 周游 路 线 的 算法 ， 其 计算 的 时 间 复 杂 度 为 O(n!) 。 为 了 降低 
时 间 复 杂 度 ， 必 须 考虑 使 用 新 的 设计 方案 来 拟定 更 加 优化 的 算法 。 动 态 规划 算法 就 是 待 选 
择 的 设计 方案 之 一 。 但 是 旅行 商 问题 是 否 可 以 使 用 动态 规划 算法 设计 求解 呢 ? 下 面 我 们 就 
来 详细 讨论 这 一 问题 。 

我 们 的 主要 思路 是 首先 讨论 该 问题 能 和 否 转化 成 为 一 个 多 段 图 模型 ， 然 后 讨论 怎样 将 该 
问题 转化 成 为 一 个 多 段 图 模型 。 
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为 了 叙述 方便 起 见 ， 接 下 来 我 们 将 通过 一 个 简单 的 例子 进行 说 明 。 
例 4.2 ”一 个 有 向 带 权 图 G 如 图 4.2 所 示 ， 求 由 起 始点 ( 结 点 1) 开 始 经 过 其 余 的 每 个 结 
点 一 次 且 仅 一 次 回 到 原来 的 起 始点 ( 结 点 D) 所 需 耗费 的 最 小 成 本 以 及 具有 最 小 成 本 的 路 径 。 




















图 4.2 有 向 带 权 图 G1 
我 们 可 以 根据 题 意 ， 将 以 上 的 有 向 带 权 图 转化 为 如 全 类 多 段 图 。 

















一 个 阶段 基础 上 的 阶段 最 优 解 ， 这 样 一 来 ， 在 以 后 阶段 的 求解 过 程 中 就 不 会 再 考虑 前 一 个 
阶段 的 那些 次 优 解 的 情况 了 ， 即 越 是 到 后 面 的 阶段 ， 所 需要 考虑 的 可 能 情况 就 越 少 ， 求 最 
优 解 的 效率 就 明显 提高 了 。 


4.3 ”资源 分 配 问题 


资源 分 配 问题 也 是 具有 实际 背景 的 应 用 问题 。 它 主要 是 考虑 怎样 将 有 限 的 资源 分 配给 
若干 个 工程 的 问题 。 例 如 ， 在 分 布 式 操作 系统 中 ， 通 常会 遇 到 并 行 计算 的 问题 ， 在 这 个 问 
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题 的 解决 过 程 中 ， 通 常会 不 可 避免 地 遇 到 一 个 问题 ， 即 怎样 将 有 限 个 处 理 器 分 配给 多 个 不 
同 的 进程 使 用 ， 才 能 使 得 计算 效率 达到 最 高 ? 这 个 问题 从 本 质 上 讲 ， 就 是 一 个 资源 分 配 问 
题 。 即 假设 资源 总 数 为 r， 工 程 个 数 为 n， 由 于 分 给 各 项 工程 投入 的 资源 不 同 ， 因 此 所 获得 
的 利润 也 不 同 。 现 在 要 求 将 总 数 为 r 的 资源 ， 分 配给 这 n 个 工程 ， 求 可 以 获得 最 大 利润 的 
分 配方 案 。 


4.3.1 资源 分 配方 案 的 决策 过 程 


为 了 更 加 方便 地 说 明 这 个 问题 的 求解 方案 ， 我 们 可 以 将 这 个 资源 
简化 为 以 下 的 叙述 : 即将 资源 划分 为 m 个 相等 的 部 分 ,每 份 资源 为 Nm 入 且 m 为 正 整数 。 
假设 利润 函数 为 G(x),i=1,2,…,n;x =0,1,2,…,m ， 表 示 将 x 份 资 
得 的 利润 ， 这 样 一 来 ， 如 果 我 们 将 m 份 资源 给 所 有 的 工程 ， 那 么 ， 
G(m)=》 G(x) ， 并 且 有 关系 式 》 xi = 站。 因此， 该 资源 务 配 何 是 可 以 转化 为 将 m 份 次 


源 分 配给 n 个 工程 ， 使 得 利润 总 额 G(m) 最 大 的 问 为 非 负 整数 。 

首先 , 我们 不 妨 将 各 个 工程 按照 顺序 进行 编号 ， 然 面 的 方法 来 划分 阶段 : 第 一 
阶段 ， 分 别 将 x = 0,1,2,…,m 份 资源 分 配给 第 一 个 S 程 ， 个 工程 在 各 种 不 同 份额 
的 资源 下 ， 可 以 获得 的 最 大 利润 ， 第 二 阶段 ， 0,1, 分 配给 第 一 个 工程 
源 下 可 以 获得 的 最 大 利润 ， 
s 推 ， 在 第 n 个 阶段 ， 分 别 将 
定 丰 以 获得 的 最 大 利润 ， 以 及 在 该 利润 
;资源 全 部 投入 给 所 有 的 n 个 工程 不 一 定 
于 不 同 的 分 配 份额 计算 能 够 获得 的 最 大 
可 以 取得 的 最 大 利润 。 再 取 每 一 个 阶段 的 最 大 利 

方案 ， 即 为 整个 资源 分 配 的 最 优 决策 。 
可 以 令 ff(x) 和 表示 当 将 x 冷 资 源 分 配给 前 i 个 工程 时 ,可 以 获得 的 最 大 利润 ， 
di(x) 表示 使 f 值 时 ,分 配给 第 i 个 工程 的 资源 份额 。 于 是 ， 在 第 一 阶段 ， 即 在 只 
将 x 份 资源 分 配给 第 一 个 工程 的 情况 下 ， 有 
-一 fi(x)=G,(x) 

P| 


























































以 及 在 该 利润 下 第 二 个 工程 所 获得 
x=0,1,2,…,m 份 资源 分 配给 所 有 
下 第 n 个 工程 所 获得 的 最 优 分 
可 以 获得 最 大 利润 ， 因 
利润 ， 然 后 ， 取 其 中 的 最 7 
润 中 的 最 大 者 ， 以 及 利润 下 
因此 ,我 从 



























X = 0,1.2,…,m (4-3) 
di(x)=x 


Nn 即 只 将 x 份 资源 分 配给 前 面 的 两 个 工程 的 情况 下 ， 有 


f(x)= max{G,(z)+fi(x -7)} 
x=0,1,2,…, m,2=0,1,2,…,X 
d,(x) = 使 f(x) 取 得 最 大 值 时 的 z 


一 般 说 来 ， 在 第 i 个 阶段 ， 即 将 x 份 资源 分 配给 前 面 的 i 个 工程 的 情况 下 ， 有 
fi(%)= max {Gi(D) +fi(x -7)} 





X=0,1,2,…,m,Z=0,1,2,.…,X (4-4) 
diCo = 使 (x) 取得 最 大 值 时 的 z 
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假设 第 i 个 阶段 的 最 大 利润 为 g ， 则 有 下 式 (4-5): 
名 =max 刀 (DC (4-5) 了 
不 妨 设 q 是 使 得 g, 达 到 最 大 值 时 ， 分 配给 前 面 i 个 工程 的 资源 份 数 ， 则 有 下 式 : 

qi = 使 得 f(x) 达 到 最 大 值 时 的 x (4-6) 
在 每 一 个 阶段 ， 将 所 得 到 的 所 有 局 部 决策 值 f(x),d,(x),g, 以 及 q 保存 起 来 。 最 后 ， 在 


第 n 个 阶段 结束 以 后 ， 令 全 局 的 最 大 利润 为 optg , 则 : 
optg =max{gi,g2,°…",8,} (4-7) 
即 在 全 局 最 大 利润 的 情况 下 ， i 目的 最 大 








数目 ) 为 k， 则 有 下 式 : 
k= 使 得 g, 取 最 大 值 时 的 i 
分 配给 前 面 的 k 个 工程 的 最 优 份额 为 过 
i (4-9) 
分 配给 第 k 个 工程 的 最 优 份额 为 


(4-8) 





optqk = di (op < 
分 配给 其 余 的 k-1 个 工程 的 剩余 的 最 优 份 NS ~ 
optx = optx = di(optx) 
由 此 回 湖 ， 得 到 分 配给 前 面 各 个 工程 的 i 
i di;(oBtx) 
SS (4-10) 


其 中 ，i=k,k 一 1,…,1。 




















个 步 又 : ~ 
(1) 按照 式 (4-3) ,对 于 股 i 各 个 不 同 份额 x 的 资源 , 计算 f(x) 及 di(x) 。 
和 式 (4- 介 ， 计 算 各 从 阶段 的 最 大 利润 g,;, ， 以 及 获得 该 最 大 利润 的 分 配 





(3) 按照 起 (4- )、 式 (4-8) 及 式 (4-9)， 计 算 全 局 的 最 大 利润 值 optg 、 总 的 最 优 分 配 份额 


optx ， 号 大 的 工程 项 目 k。 
(4) 按照 式 (4-10) 递 推 计算 出 各 个 工程 的 最 优 分 配 份额 。 


下 面 ,) 我们 举 一 个 简单 的 例子 加 以 说 明 。 
~ 4.3 有 8 个 份额 的 资源 ， 分 配给 3 个 工程 ， 其 利润 函数 见 表 4-1。 求 资源 的 最 优 分 























解 : 











(1) 求 出 每 一 个 阶段 的 不 同 分 配 份 额 时 的 最 大 利润 ， 以 及 每 个 工程 在 该 利润 下 的 分 配 
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份额 。 首 先 ， 在 第 一 阶段 ， 仅 仅 将 资源 的 分 配给 第 一 个 工程 ， 根 据 式 (4-3)， 可 以 得 出 结论 ， 
见 表 4-2。 


表 4-2 第 一 阶段 利润 分 配 份额 表 











其 次 ， 将 资源 的 份额 分 配给 前 面 的 两 个 工程 ， 即 当 x=0 时 ， 显 然 有 
£,(0)=0,d,(0)=0 
当 x=1 时 ， 根 据 式 (4-4) 可 以 得 出 
£,()=max[G,(0)+f(D,G,(D+f(0)]= max(4,5)=5 
d(D=1 
当 x=2 时 ， 根 据 式 (4-4) 可 以 得 出 
£,(2) = max[G,(O)+f(0)GOD+N(,G(CFFE(D]Eimax(26,9,15)= 26 
d,(2)=0 
我 们 可 以 按 此 方法 依次 计算 当 x=3,4,; 品 儒 第 三 阶段 的 利润 上 售 信 ) 及 分 配 份 额 d,(x) 
的 值 ， 见 表 4-3。 














表 4-3 第 二 阶段 利润 分 配 份额 表 


x 0 1 5 6 7 8 
f,(x) 0 3 70 86 100 110 
d,(x) 0 1 5 庆 4 5 





同 理 ， 可 以 计算 出 第 三 阶段 的 利润 f(x) 及 分 配 份额 d,(x) 的 值 ， 见 表 4-4。 
表 4-4 ”第 三 阶段 利润 分 配 份额 表 























刀 )/ 按 照 式 (4-5) 和 式 (4-6)， 求 出 每 个 阶段 的 最 大 利润 及 在 该 利润 下 的 分 配 份额 ， 有 
=53 g;=110 g;=140 
q =8 9 = 9 =8 
(3) 按照 式 (4-7)、 式 (4-8) 及 式 (4-9)， 计 算 全 局 的 最 大 利润 值 optg 、 最 大 的 工程 数目 及 
总 的 最 优 分 配 份额 如 下 : 


optg =140 optx =8 X=3 

(4) 按照 式 (4-10) 递 推 计算 出 各 个 工程 的 最 优 分 配 份额 如 下 : 
optq; = d,(optx) = d,(8)=4 

optq, = d,(optx)=d,(4)=4 

optq = di(optx)= di,(0)=0 








optx :=optx 一 optxq; =8 一 4=4 
optx =optx —optxq, =4-4=0 
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综合 上 面 的 4 个 步骤 ， 不 难得 出 下 面 的 结论 ， 最 终 的 最 优 决 策 结果 为 : 不 分 配给 第 一 
个 工程 任何 资源 ;分 配给 第 二 个 工程 和 第 三 个 工程 各 有 4 个 份额 的 资源 ， 可 以 获得 最 大 的 
利润 为 140。 


4.3.2 动态 规划 算法 求解 资源 分 配 问题 的 实现 
首先 定义 动态 规划 算法 所 需要 的 数据 结构 ， 以 下 的 数据 用 于 算法 的 输入 
ne /* 可 以 分 配 的 资源 份额 */ 


ne /* 工 程 项 目 个 数 */ 
Type Gl[n] [m+1]; /* 每 项 工程 分 配 不 同 的 份额 资源 时 可 以 
以 下 的 数据 用 于 算法 的 输出 : 


Type optg7 /* 最 优 分 配 时 所 得 到 的 总 利润 ru 
int optq[n]; /* 最 优 分 配 时 各 项 工程 所 












以 下 的 数据 用 于 算法 的 工作 单元 : 
Type fl[n] [m+1]; /* 前 i 项 工程 分 时 
int dl[n] [m+1]; Pt al ei by 
Type gl[n]; /* 资 源 i 项 工 
4 | qlnls 居 
int ‘optxs Dit 资 
nk 







于 是 ， 资 源 分 配 问 动态 
算法 4.2 资源 分 本 何 J 
输入 : 工程 项 目 n， 可 以 分 记 的 资源 份额 m， 每 项 工程 分 配 不 同 份额 资源 时 可 


以 得 到 的 利润 [] 
输出 : 最 能 够 获得 的 总 和 


ee 

tEmiplate <class Type> 

SN， e alloc _res(int nrint m, Type G[]l,int optq[]) 
您 4. int optx; 





润 optg， 最 优 分 配 时 每 项 工程 所 能 够 获得 的 份额 


5 int k; 

6. int i; 

Pa int j; 

8 int ss 

9 int *q=new int[n]; /* 分 配 工作 单元 */ 

LO int (*d) [m+1]=new int[n] [m+1]; 

Ms Type (*f) [m+1]=new TYpe[n] [m+1]; 

2 Type *g=new Type[n]; 

3 for (j=0;j<=m;j++) { /# 第 一 个 工程 的 份额 利润 表 #/ 
14. £[0] [j]=G[0] [j]; 


只 
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58. delete q; /* 释 放 工作 单元 */ 
59. delete d; 

60. delete f; 

61. delete g; 

62. return optg; /* 返 回 最 大 利润 #/ 
3 


这 个 算法 按照 以 上 的 4 个 步 又 划分 为 4 个 部 分 进行 工作 .第 一 部 分 包含 第 J3s-30 行 的 
代码 ， 计 算 各 个 阶段 在 各 种 不 同 份额 下 的 最 大 利润 。 其 中 ， 第 13 一 16 行 执行 银 (43% 即 可 
得 到 第 一 阶段 的 份额 利润 表 ; 第 17~30 行 执行 式 (4-4), 即 可 得 到 以 从 段 的 份额 利润 
表 ; 第 二 部 分 包含 第 31 一 40 行 的 代码 ， 按 照 式 (4-5) 和 式 (4-6)， 依 次 计算 各 不 阶段 的 最 大 利 
润 g& ， 以 及 该 阶段 的 最 优 分 配 份额 9 ; 第 三 部 分 包含 第 41 一 50 生 的 代 得 ,| 计算 全 局 的 最 大 
利润 optg、 最 优 的 资源 分 配 份额 optx， 以 及 在 最 优 分 配 下 的 页 目的 数目 ， 即 在 最 
优 分 配 下 的 最 后 一 个 工程 的 编号 ， 第 四 部 分 包含 从 第 代码 ， 其 中 ， 第 51~53 
行进 行 下 面 的 判断 ， 如 果 在 最 优 分 配 下 的 最 后 一 个 ;小 于 n-1， 那 么 该 工程 以 后 
的 工程 项 目 不 分 配 份额 ， 第 54~57 行 按照 递 推 关系 进行 计算 ， 即 从 最 优 分 配 下 的 
最 后 一 个 工程 开始 ， 依 次 计算 该 工程 以 及 在 它 2 分 配 份额 。 
TR 42 5 一 16 行 执行 一 个 特 
环 ， 所 需 时 间 复杂 度 为 G(m) :第 17~.30 行 执 和 环 v/ 疆 中 ， 外 部 的 for 循环 的 
循环 体 执行 n-1 次 循环 ， 并 且 外 部 id 得 中 间 的 for 循环 的 循环 体 执 
行 m 次 ， 同 理 ， 中 间 的 循环 f 得 阿部 的 for 循环 的 循环 体 的 执行 次 数 
1 2 次 递增 到 m+1 次 ， 这 样 要 花费 的 时 间 为 oO-Dsms(m+1)/2， 



























































即时 间 复 杂 度 为 31 费 的 时 间 复 杂 度 为 G(nx*m) ; 第 41 一 
50 行 需要 耗费 的 时 间 QO(n) 一 57 行 需要 耗费 的 时 间 复 杂 度 亦 为 @(n) ; 综 上 
所 述 ， 算 法 4.2 的 为 on*# 配 ) 。 从 第 4 一 12 行 不 难看 出 ， 算 法 4.2 所 需 的 空间 








4.4 0/1 背包 问题 


NC Ron 人 Enw、 dren en 
2 体 装 入 背包 ， 使 得 背包 内 的 物品 总 效益 值 最 大 ， 我 们 通常 将 这 类 问题 称 为 背包 问 
省 第 3 章 讨论 了 物品 可 以 分 割 的 背包 间 题 ， 在 本 节 中 ， 我 们 重点 讨论 物体 不 可 分 割 的 
问题 ， 通 常 ， 我 们 将 物品 不 可 分 割 的 背包 问题 称 为 0/1 背包 问题 。 
4.4.1 0/1 背包 问题 的 求解 过 程 
在 0/1 背包 问题 中 ， 物 品 或 者 被 装 入 背包 ， 或 者 不 被 装 入 背包 ， 只 能 在 这 两 种 选择 中 
选择 其 中 的 一 种 。 因 此 ， 我 们 可 以 进行 以 下 假设 ， 令 x, 表示 第 i 个 物品 装 入 背包 的 情况 ， 
其 中 ，x 有 两 种 取 值 ， 即 要 么 x, =0 ， 要 么 x =1。 当 x =0 时 ， 表 示 当 前 的 第 i 个 物品 没 
有 被 装 入 背包 ;而 当 x =1 时 ， 表 示 当 前 的 第 i 个 物品 被 装 入 了 背包 。 根据 问题 的 要 求 ， 有 
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以 下 的 优化 目标 函数 和 约束 条 件 : 
optp = max》 px st wx <M 


因此 , 0/1 背包 问题 归结 为 寻找 一 个 满足 以 上 的 约束 条 件 的 方程 , 并 且 使 得 目标 函数 达 
到 最 大 值 的 解 向量 X=(x,,x,,…,Xx,)。 
事实 上 ， 这 个 问题 也 依然 可 以 使 用 动态 规划 的 多 阶段 决策 方法 ， 来 依次 确定 将 哪 一 个 



























物品 装 入 背包 的 最 优 决策 序列 。 假定 背包 的 承重 范围 是 0 一 M。 我 们 可 以 按 资源 分 
配 那 样 的 方式 进行 设计 ， 即 令 optp;(j) 表 示 在 前 i 个 物品 中 ， 能 够 装 入 中 的 
物品 的 最 大 效益 值 。 显 而 易 见 ， 此 时 在 前 i 个 物品 中 ， 有 一 些 物品 可以; 背包 ， 





但 是 有 一 些 物品 不 能 装 入 当前 的 背包 。 于 是 ， 我 们 可 以 得 到 相应 的 


optpi1()) 
optp;()) = (4-11) 
max {optp; , (j), optp;_ 1(j— pi\ Qj> wi) 










optpi(0) = optpo (i (4-12) 
式 (4-11) 表 明 : 将 前 面 的 i 个 物品 装 入 承重 汶 0 的 We te 
的 背包 ， 所 获得 的 效益 值 都 为 0， 式 (4-12) 1 果 第 i 个 物品 的 质量 大 




















于 当前 的 背包 的 承重 ， 那 么 就 说 明 装 入 前 面 的 A 最 效益 信 ， 与 装 入 前 
i-1 个 物品 所 获得 的 最 大 效益 值 相 同 ( i 当前 的 背包 中 ); 式 (4-12) 
中 的 第 二 个 式 子 中 的 optpGj- wi)+ 质量 小 于 背包 的 承重 时 ， 如 


果 将 第 i 个 物品 装 入 承重 为 j 站 益 值 , 就 应 该 等 于 将 前 面 的 i-1 
个 物品 装 入 承重 为 j- wi 的 得 前 
OT 包 中 物品 值 就 等 于 将 前 面 的 i-1 个 物品 装 入 承 











沿 














i 个 物品 的 效益 值 p 。 如 果 第 i 个 物品 
重 为 的 背包 所 获 和 。 显 而 篇 风 / 这 两 种 装 包 的 方法 ， 在 背包 中 所 获得 的 效益 值 
不 一 定 相 同 。 因 此 ,了 这 亏 填 中 的 最 大 顷 ， 作 为 将 前 面 的 i 个 物品 装 入 承重 为 j 的 背包 所 获 





我 们 可 以 按照 不 面 的 方式 来 划分 阶段 ， 在 第 一 个 阶段 ， 仅 仅 装 入 一 个 物品 ， 确 定 在 各 
种 不 同 的 背包 下 ， 能 够 获得 的 最 大 效益 值 ， 在 第 二 个 阶段 ， 装 入 前 面 的 两 个 物品 ， 
按照 对 确定 在 各 种 不 同 承重 的 背包 下 ， 能 够 获得 的 最 大 效益 值 ; 依次 类 推 ， 直 到 第 
段 。 最 后 ，optp,(m) 即 是 在 承重 为 m 的 背包 下 ， 装 入 nm 个 物品 时 ， 能 够 获得 的 最 大 效 

于 


确定 装 入 背包 的 具体 物品 ， 我 们 可 以 从 optp, (m) 的 值 向 前 倒 推 。 也 就 是 说 ， 如 果 
optp, (m) 的 值 大 于 optp,_,(m) ， 那 么 就 表明 第 n 个 物品 被 装 入 背包 ， 则 前 面 的 n-1 个 物品 被 
装 入 在 承重 为 m- w, 的 背包 中 ; 如 果 optp, (m) 的 值 小 于 或 者 等 于 optp。,(m) 的 值 ， 那 么 就 表 
明 第 n 个 物品 未 被 装 入 背包 ， 则 前 面 的 nm-1 个 物品 被 装 入 在 承重 为 m 的 背包 中 。 依 次 类 推 ， 
en 因此 ， 我 们 可 以 得 到 相应 的 递 推 关系 式 如 下 : 

















如 果 optpi(j)=optpi(j)， 则 有 x; = (4-13) 
如 果 optp;(j)> optpi,(j)， 则 有 x; = " jw 4:14) 





根据 上 面 的 关系 式 ， 我 们 就 可 以 从 optp, (m) 的 值 依次 向 前 倒 推 ， 即 可 确定 装 入 背包 的 
具体 物品 。 
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例 4.4 有 5 个 物品 ， 其 质量 分 别 为 2、2、6、5、4， 价 值 分 别 为 6、3、5、4、6， 背 
包 的 承重 为 10， 求 装 入 背包 的 物品 及 其 总 效益 值 。 

解 : 我 们 可 以 使 用 一 个 (nt1)*(m+1) 的 二 维 表 ， 来 存放 将 前 面 的 i 个 物品 装 入 承重 为 j 
的 背包 时 ， 能 够 获得 的 最 大 效益 值 。 首 先 根据 式 (4-11)， 将 这 个 二 维 表 的 第 0 行 第 0 列 的 交 
叉 点 初始 化 为 0， 然 后 ， 按 照 式 (4-12)， 依 次 逐 行 地 对 于 optp,() 进行 计算 ， 其 计算 结果 如 
图 4.4 所 示 。 







































从 图 4.4 中 ， 不 难看 出 ， 装 入 背包 的 物品 的 最 
向 量 X={1,1,0,0,1}， 即 装 入 背包 的 物品 为 质量 i 
质量 为 4， 价 值 为 6 的 物品 。 > 
4.4.2 0/1 背包 问题 的 动态 规划 算 》 S- 

首先 ， 定 义 动态 规划 算法 所 需要 

int wln]; < 
Type pln]; V*D 丙 ' 物 值 */ 
int m; 3 没 承重 */ 
BOOL x[n]; 人 AX 及 普 入 背包 的 物品 ,元素 为 TRUE 时 ,相应 的 物品 被 装 入 */ 
Type 已 /* 疆 入 背包 中 物品 的 最 大 效益 值 */ 
下 面 的 数据 用 于 玉芝 规划 算法 的 工作 单元 
和 [n+1] [mt1] /xi 个 物品 装 入 承重 为 ] 的 背包 中 的 最 大 效益 值 */ 
1 

















/ 息 从 便衣 动态 规划 各 法 求解 1 背包 问题 的 各 法 可 以 指 述 成 各 法 43。 
NN .3 0/ 背包 问题 的 动态 规划 算法 
: 物品 的 质量 w[] 以 及 物品 的 价值 p[]， 物 品 的 数量 na， 背包 的 承重 m 
中 


出 : 装 入 背包 的 物品 使 用 的 解 向 量 x[ ]， 装 入 背包 中 物品 的 最 大 总 效益 值 v 





1. template <class Type> 

2. Type knapsack dynamic(int wl[],Type pl],int n,int m,BOOL x[]) 
> 

4 nt 站 

a ane dy 

6 int k; 

Type Vv, (*optp) [m+1]=new Type[n+1] [mt+1];  /# 分 配 工作 单元 #/ 

8 for (i=0;i<=n;i++) { /* 初 始 化 第 0 列 */ 
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9. optp[i] [0]=0; /* 解 向 量 初始 化 为 FALSE*/ 
LO x[i]=FALSE; 

Ls } 

12. for(i=0;i<=m;i++) /* 初 始 化 第 0 行 */ 

J optp[0] [i]=0; 

14. ”for(i=1;i<=n;yi++) { /* 计 算 optp[i] [j]*/ 
15. for (j=1;j<=m;j++) { 

16. optp[i] [j]=optp[i-1] [j]; 


rs if((j>=w[i])&g& (optp[i-1] [j-w[i]]+p[i])>optp 详 -1] (3 
18. optp[i] [j]=optp[i-1] [j-w[i]]+p[il]; 

19. } S 
203 } 

ps 了 j=m; 入 背包 的 物品 */ 
之 2 for (i=n;i>0;i--) { ~ 

3 if(optp[i]l[j]>optp[i-l][j] +- 

24. x[i]=TRUE; 

25. j-=w [i]; > 

26. } > 2 

2 } 从 和 Mk 

28. v=optp[n] [m]; 

29. delete optp; 收工 作 空间 */ 

Bo erm > 返回 背包 中 物品 的 最 大 效益 值 v/ 
Se 4 


算法 4.3 的 第 8 一 13 和 执行 主要 






和 是 ge 
为 0， 将 向 量 X 的 所 有 元 素 都 初始 化 为 ALSE; 第 14 一 20 行 主要 根据 式 (4-12) 计 算 二 维 表 

















optp;(j) 中 的 各 个 元 素 21 一 27 行 生 要 是 从 optp, (m) 的 值 开始 ， 依 次 向 前 递 推 ， 并 且 
依次 求 出 装 入 当 中 的 物品 。 






; 12 一 13 行 需要 花费 的 时 间 开 销 是 9@(m) ; 第 14 一 20 行 需要 花费 的 时 间 


第 8~Al1 行 
We ):; 21 一 27 行 需要 花费 的 时 间 开 销 是 B@(n) 。 综 合 以 上 的 分 析 ， 可 知 算法 
4.3 的 间 复 条 度 是 @(n*m) 。 而 从 第 4 一 7 行 我 们 不 难 发 现 ， 算 法 4.3 所 需要 消耗 的 空间 开 


4.5 ”最 长 公共 子 序列 问题 








首先 简要 介绍 一 下 最 长 公共 子 序列 问题 提出 的 背景 。 不 妨 假设 有 一 个 字符 序列 
A=aia,…a, 是 字母 表 上 的 一 个 字符 序列 ,6 如果 存在 过 上 的 另外 一 个 字符 序列 S= cic: …ci， 
使 得 对 于 任意 一 个 kk =12,…,j)， 都 有 cs =a (其 中 ， 还 可 以 取 1,2,…,n 中 的 任意 一 个 自 
然 数 )， 表 示 字 符 序列 A 的 一 个 下 标 递增 序列 ， 那 么 就 将 字符 序列 S 称 为 是 字符 序列 A 的 
子 序列 。 例 如 ，={a,b,c}， 并 且 上 的 字符 序列 A=abcbacac， 那 么 ccc 就 是 字符 序列 A 上 
的 一 个 长 度 为 3 的 子 序列 ， 并 且 该 子 序列 中 的 字符 对 应 于 字符 序列 A 的 下 标 是 3,6,8; 而 
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bcaca 是 字符 序列 A 上 的 一 个 长 度 为 5 的 子 序列 , 并且 该 子 序列 中 的 字符 对 应 于 字符 序列 A 
的 下 标 是 2,3,5,6,7。 根 据 这 个 例子 ， 一 般 说 来 ， 字 符 序列 的 子 序列 通常 应 有 多 个 。 

如 果 我 们 给 定 字母 表 ={a,b,c} 上 的 两 个 字符 序列 A=abcbacac，B=acbaabca。 那 么 易 知 
子 序列 acb 是 这 两 个 字符 序列 的 长 度 为 3 的 公共 子 序列 ，acba 则 是 这 两 个 字符 序列 的 长 度 
为 4 的 公共 子 序列 ; 并 且 acbaac 是 这 两 个 字符 序列 长 度 为 6 的 最 长 公共 子 序列 。 一 般 来 说 ， 


所 谓 最 长 公共 子 序列 的 问题 可 以 描述 如 下 : 即 给 定 两 个 字符 序列 A= gia,…a, 与 
B=bib,…b。， 能 否 找 出 这 两 个 字符 序列 的 一 个 公共 子 序列 ， A 




















列 B 的 最 长 公共 子 序列 。 












































4.5.1 最 长 公共 子 序列 的 搜索 过 程 

不 妨 令 字符 序列 A= aia…a,， 字 符 序列 B=bb,: i ala …a 为 字符 序 
列 A 中 最 前 面 连续 k 个 字符 的 子 序列 , 同时 记 B, = bb, 1 B 中 最 前 面 的 连续 
k 个 字符 的 子 序列 。 不 难 发 现 ， 字 符 序列 A 与 字符 序 Ma 
的 性 质 : 





(1) 如 果 a, =b,,， 并 且 字 符 序列 S、 SN 
的 最 长 公共 子 序列 ， 那 么 就 必 有 a, =b, = NS …ck 是 字符 序列 
A,_! 和 字符 序列 B,_ 的 长 度 为 k-1 的 最 Ry 

(2) 如 果 a, 关 b, 并 且 a, zc ， 


=0 六 符 序列 A, 与 字符 序列 B 
的 长 度 为 k 的 最 长 公共 子 序列 ; Ne 
符 序列 A 与 字符 序列 的 


(3) 如 果 a, bu 并 且 b。 ze ， 序 
Bi 长 度 为 k ee Se 
如 果 记 工 , , 为 字 FE 符 公共 子 序列 的 长 度 , 那么 L; ;为 字符 序 
列 A; 和 字符 序列 Bi 度 。 按照 以 上 所 述 的 最 长 公共 子 序列 的 性 质 , 立 
即 可 以 得 出 下 


字符 序列 B 的 长 度 为 k 











= i=1,2,,n,j=1,2,…,m (4-15) 
ed ai=b;,i>0,j>0 
Ls (4-16) 
办 Ee 3} ai#bi,i>0,j>0 
入 将 对 最 长 公共 子 序列 的 搜索 过 程 ， 分 成 n 个 阶段 。 外 a 
4-16)， 计 算 序 列 A, 和 序列 Bj 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 L;,(j=1,2,…,m) ; 在 第 二 个 


阶段 ， 根 据 第 一 个 阶段 计算 出 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 Li,(j= ea 计 
算 序 列 A, 和 序列 Bi 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 L,ji,(j=12,…,m) ; 以 此 类 推 ,计算 到 最 后 一 
个 阶段 ， 即 在 第 n 个 阶段 ， 根 据 第 nr-l 个 阶段 计算 出 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 
Las(j=1,2,…,m) 及 式 (4-16)， 计 算 序列 A, 和 序列 Bj 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 
Lj,(j=1,2,…,m)。 这 样 一 来 ， 在 第 n 个 阶段 计算 出 的 L。。 就 是 序列 A, 和 序列 Bu 的 最 长 
公共 子 序列 的 长 度 。 

为 了 获得 序列 A, 和 序列 B, 的 最 长 公共 子 序列 ， 我 们 不 妨 设置 一 个 二 维 的 状态 字数 组 


,© 
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s,, ,在 以 上 的 每 一 个 阶段 计算 序列 A, 和 序列 B, 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 L,, 的 过 程 中 , 依 
据 公共 子 序列 的 以 上 3 条 性 质 ， 依 次 将 搜索 状态 逐一 登记 在 状态 字 sj 中， 具体 表示 如 下 : 











sj 一 当 ai =bj 时 (4-17) 
sj 当 aj bj， 并且 LL 之 Lj 时 (4-18) 
S513 当 a,b;， 并 且 L; ,< 时 (4-19) 






又 另 设 L, ,=k， 并 且 S, =cic,…c, 是 序列 Au 和 字符 序列 Bm 的 长 度 为 K 长 公共 子 
序列 ， 则 最 长 公共 子 序列 的 搜索 过 程 应 从 状态 字 s, , 开始 。 按 照 以 下 的 方法 过 程 : 
(1) 如 果 s, ,=1， 则 说 明 a, = b,, 。 按 照 最 长 公共 子 序列 的 性 质 (D)? 出 b =a, 是 
子 序列 的 最 后 一 个 字符 , 并 且 前 一 个 字符 ck 是 字符 序列 A,_, 和 字 长 度 为 k-1 


的 最 长 公共 子 序列 的 最 后 一 个 字符 ， 且 下 一 个 搜索 方向 为 sl 
(2) 如 果 s, =2， 则 说 明 a,#b， 且 Li 过 Lu is A # 子 序列 的 性 质 (2)， 
即 可 得 出 a, #*cks ， 并 且 序列 S, = cic,…cx 就 是 字符 序列 与 字符 序列 Bm 的 长 度 为 k 的 最 


长 公共 子 序 列 ， 且 下 一 个 搜索 方向 为 si。。 
(3) 如 果 swm=3， 则 说 明 as bu ， 且 LiwSK Di 


交 公共 子 序列 的 性 质 (3)， 
即 可 得 出 b,c.， 并 且 序 列 S, = cicy.…cy 就 A, 1 的 长 度 为 k 的 最 
长 公共 子 序列 ， 且 下 一 个 搜索 方向 为 s 
因此 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 一 组 XL 
当 s,=1 时 ， 有 
Di- k-1 (4-20) 
/ 


当 sj=2 时 ， 有 
™™ 
RZ i-l (4-21) 


j=j-1 (4-22) 




































列 An 和 字符 序列 Bn 的 最 长 公共 子 序列 。 下 面 ， 我 们 通过 一 个 例子 来 具体 分 
例 .4.5 求 字符 序列 A=abacbabccb 与 字符 序列 B=acbcabcabcab 的 最 长 公共 子 序列 。 

; 人 # 为 了 叙述 方便 起 见 ， 我 们 可 以 使 用 两 个 n+D*(m+l) 的 二 维 表 来 分 别 存放 在 搜索 过 
折 得 到 的 字符 子 序列 的 长 度 Li 及 状态 字 sii 。 首 先 ， 我 们 将 Li 这 个 二 维 表 中 的 第 0 

行 与 第 0 列 初始 化 为 0， 然 后 ， 按 照 式 (4-16)、 式 (4-17)、 式 (4-18) 及 式 (4-19)， 逐 行 计算 LL; 

及 状态 字 s,;。 其 中 ，L; ;的 计算 结果 如 图 4.5 所 示 ， 根 据 图 4.5， 不 难看 出 ， 字 符 序列 A 和 

字符 序列 B 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 为 8。 

如 图 4.6 所 示 为 使 用 状态 字 s; ;搜索 公共 子 序列 的 过 程 。 也 就 是 从 状态 字 s, ,开始 ， 按 

照 式 (4-20)、 式 (4-21) 及 式 (4-22) 进 行 搜索 ， 斜 线 所 在 的 行 i( 或 者 列 j)， 表示 字符 序列 A 中 的 

第 i 个 字符 (或 者 字符 序列 B 中 的 第 j 个 字符 ) 是 字符 序列 A 和 字符 序列 B 的 公共 子 序列 中 

的 字符 。 因 此 ， 公 共 子 序列 应 为 a1a,asasacayasaio =abacabcb 。 


@, 
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4.5.2 aaa 
下 面 介绍 怎样 设 Nl 

















/7 字符 序列 Ax/ 
/x 字符 序列 B*/ 
ern] /+ 字符 序列 A 与 字符 序列 B 的 公共 于 序列 */ 
Na 据 主要 用 于 动态 规划 算法 的 工作 单元 : 
雇 int L[n+1] [m+1]; /* 搜 索 过 程 中 的 字符 子 序列 的 长 度 */ 
int s[n+1] [m+1]; /* 搜 索 过 程 中 的 字符 子 序列 的 状态 字 */ 


为 了 以 下 的 说 明 方便 起 见 ， 我 们 对 于 字符 序列 及 它们 的 公共 子 序 列 ， 均 从 下 标 为 1 的 
数组 元 素 开 始 存放 。 以 下 即 是 求解 任意 字符 序列 的 最 长 公共 子 序列 的 动态 规划 算法 的 描述 。 
算法 4.4 最 长 公共 子 序列 问题 的 动态 规划 算法 
输入 : 字符 序列 A[ ] 及 其 字符 序列 B[ ]， 字 符 序列 A 的 长 度 n， 字 符 序列 B 的 长 度 m 
输出 : 字符 序列 Ar ] 与 字符 序列 B[ ] 的 最 长 公共 子 序列 C[ ] 以 及 C[ ] 的 长 度 length 
1. int lcs(char A[],char B[],char Cl[],int n,int m) 
tt 


算法 分 析 与 设计 教程 cc 





区 _ 
a 动态 规划 算法 
(9 2 J 


算法 4.4 的 第 3 一 8 行 的 主要 功能 是 系统 为 该 动态 规划 算法 分 配 工 作 空间 ; 第 9 一 12 行 
主要 是 将 序列 长 度 Lii 的 第 0 行 及 其 第 0 列 初始 化 为 0; 第 13 一 28 行 分 3 种 情况 分 别 计算 
序列 长 度 L ;及 状态 字 s;;; 第 29 一 42 行 从 最 终 的 状态 字 se 开始 , 根据 状态 字 si 所 记录 的 
三 种 状态 ， 依 次 向 前 递 推 搜索 最 长 公共 子 序列 中 的 字符 。 

算法 4.4 的 第 9 一 10 行 需要 耗费 的 时 间 开销 为 @(n) ;第 11 一 12 行 需要 耗费 的 时 间 开 销 
为 @(m) ; 而 第 13 一 28 行 需要 耗费 的 时 间 开 销 为 Gnx*m) ; 并 且 第 Po 

















间 开 销 为 O(n+m) ， 其 余 的 行 所 需 的 时 间 开 销 均 与 数据 规模 无 关 ， 综 合 以 ， 算 法 







4.4 的 时 间 复 杂 度 为 Btn* m) 。 除 此 以 外 ， 从 第 3 一 8 行 中 ， 我 们 不 难看 出 ， 该 算法 4.4 的 
空间 复杂 度 亦 为 @(n*m) 。 
本 章 小 结 A 
本 章 首 先 介 绍 了 动态 规划 算法 的 基本 概念 ， 以 A 


段 决策 问题 的 基本 特征 ; 然后 介绍 了 动态 规划 算法 节 基本 设计 原则 和 设计 思路 ， 


即 首先 将 一 个 实际 问题 转化 为 多 阶段 决策 问题 然后 是 否 满足 最 优 性 原理 ， 
如 果 满 足 最 优 性 原理 ， 就 可 以 使 用 动态 规划 算法 进行 求解 ， 方法 主要 是 找到 相 邻 两 
个 阶段 的 状态 转移 方程 ， 进 而 求 出 该 问题 的 最 优 淡 策 有 相应 的 最 优 解 ， 并 且 设 


中 
计 相 应 的 动态 规划 算法 ， 接 着 重点 决策 问题 的 二 个 经 典 模型 一 一 多 段 图 的 最 
1 7 应 用 到 旅行 商 问题 的 求解 过 程 ; 


小 成 本 问题 的 求解 方法 ， 以 及 这 个 广 
最 后 逐一 介绍 了 动态 规划 算 求解 资源 求解 0/1 背包 问题 ， 以 及 求解 最 长 
方法 ， 并 对 于 这 些 实际 应 用 问题 的 算 













公共 子 序列 问题 等 多 阶段 决策 基本 思 







法 逐一 进行 了 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 析 
相 比 于 第 3 章 讨论 的 贪心 算法 , 本 章 所 讲 的 动态 规划 算法 能 够 解决 的 最 优化 问题 更 多 ， 
同时 ， 只 要 判 化 问题 (多 阶段 决策 问题 ) 满 足 最 优 性 原理 ， 那 么 就 表明 这 个 问题 


rg 态 沈 加 政法 进行 求解 ， 并 且 可 以 得 到 此 问题 的 最 优 解 ， 即 最 优 决 策 序列 所 


NUI| 课 后 阅读 材料 
A 


通过 下 面 的 例子 来 说 明 怎样 将 与 /或 图 和 动态 规划 算法 相 结 合 求解 多 阶段 决策 问题 。 
【任务 4.1】 让 数组 D 存放 数字 串 ， 如 图 4.7 所 示 。 





图 4.7 长 度 为 7 的 数字 串 
这 是 一 个 长 度 为 7 的 数字 串 ， 现 在 要 求 在 这 个 数字 串 中 插入 3 个 乘 号 ， 使 得 其 乘积 
最 大 。 
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l=0, r=6, k=3。 





将 数组 D 分 为 两 段 ， 从 左 至 右 依次 1，]+1，…，q，q+1，q+2，…，T。 从 1 到 
个 数 ， 记 为 d(1,q)， 其 值 为 





d(l,q)=SoS1'*Sa 
q+1，q+2，…，L 为 将 包含 有 两 个 乘 号 的 字符 串 ， 是 一 个 子 问 题 ， 因 
最 大 ， 故 可 以 看 成 Pq+Lnk-D)。 在 两 段 之 间 放 上 一 个 乘 号 ， 这 时 可 以 写成 式 
P(Lrk) = max{d(l,q) *P(q +L,r,k—1)} 












该 大 于 k-1( 当 前 乘 号 数目 )， 即 r-(q+1)+1>k-1， 所 以 有 q<i 


为 了 方便 起 见 ， 我 们 定义 P(rk) 为 从 1 到 r 加 入 个 乘 号 的 最 大 乘积 值 ， 对 于 图 4.7， 





2 (4-23) 


在 式 (4-23) 中 ，q 的 变化 范围 由 P(q+lck-1) 决 定 ， tj- 含 的 数字 个 数 应 













这 样 ， 式 (4-23) 可 以 写成 如 下 式 的 形式 : 人 
P(l,r,k)= max{d(l,q)* P(q+1,r,k 三 1+1,…,T 一 k 
9 
用 不 同 的 q 对 式 (4-24) 展 开 得 < 
P(0,6,3)=max{d(0,0)*P(1,6,2),，d(0,1)*P' uy + 了 P d(0,3)*P(4,6,2)} 
P(3,6, 


=max{3* P(1,6,2), 32* P(2,6,2), 3 人 4,6,2)} 
很 显然 ， 为 了 求解 出 P(0,6,3) 的 值 六 必须 首先 A 
的 方法 ， 我 们 可 以 类 似 地 得 到 如 式 ( 公式 
Plq+l,rn,k-D)=m: ( fy 


我 们 使 用 不 同 的 t 值 对 式 亿 25) 进 行 

a d( 
=max{2* R(246, 拟 ，21* P(33 

P(3,62)=max {dQ(3,3)*P(4,6,1), d(3,4)*P(5,6,1)} 

DS * P(4,6,1), 51* P(5,6,1)} 

(4， 全 ax {d(4,4)*P(5,6,1)} 


=max{1* P(5,6,1)} 
的 问题 就 是 求 P(2,6,1)、P(3,6,1)、P(4,6,1) 和 P(5,6,1): 
P(2,6,1)=max{ d(2,2)*d(3,6)，d(2.3)*d(4,6)，d(2,4)*d(5,6)，d(2,5)*d(6,6)} 


=max{ 1*5125, 15*125, 151*25, 1512*5} 
=max{ 5125, 1875, 3775, 7560} 
=7560 
P(3,6,1)=max{ d(3,3)*d(4,6), d(3,4)*d(5,6)，d(3,5)*d(6,6)} 
=max{ 5*125, S51*25, S512*5} 
=max{ 625，1275，2560} 
=2560 


ts=q+1,q+2,.…,r—k+l1 


， 直下 面 的 结果 ; 
,651)» d(1,3)*P(4,6,1), d(1,4)*P(5,6,1)} 






@, 


的 P(qt+l,nk-1)。 根 据 前 


(4-24) 

















(4-25) 


<) _ 
SS 动态 规划 算法 加 
( ) RS 


P(4,6,1)=max{ d(4,4)*d(5,6),d(4,5)*d(6,6)} 
=max{ 1*25, 12*5} 
=max{ 25, 60} 
=60 

P(5,6,1)=max{ d(5,5)*d(6,6)} 


=max{ 2*5} 
=10 
将 这 些 值 回 代 到 有 两 个 乘 号 的 P 值 中 ,可 以 依次 解 得 P(1,6,2)、P(2,6,2)、P(3. (4,6,2) 


的 值 如 下 : 
P(1,6,2)=max {2* P(2,6,1), 21* P(3,6,1), 215* P(4,6,1), 2151* } 
=max{2* 7560, 21* 2560, 215* 60, 2151* 10} AT- 





=max{15120, 53760，12900，21510} 


=53760 

P(2,6,2)=max {1* P(3,6,1), 15* P(4,6,1), 151* P(5; 
=max {1* 2560，15* 60，151* 10} NK 加 
=max{2560，900，1510} 
=2560 D> 2 六 

P(3,6,2)=max{5* P(4,6,1), 51* P(5,6,1 NK 
=max{5*60,51*10} 3 
=max{300，510} NA 
=510 XX> 





,6,2), 32* P(2,6,2), 321* P(3,6,2), 3215* P(4,6,2)} 
=max{3* 53760, 32*2560,321* 510，3215* 10} 
max{161280，81920，163710，32150} 
63710 
为 设计 出 一 个 比较 高 效 的 算法 ， 我 们 可 以 将 前 面 的 分 析 进 行 整理 ， 对 式 (4-24) 的 转移 
进行 一 些 深入 分 析 ， 从 式 (4-24) 不 难看 出 , 要 求 P(r,k) 的 值 , 首先 应 求 出 P(q+l1,nk-1) 
4 二 这 显然 是 一 个 使 用 递归 方法 求解 的 问题 。 

对 于 P(l,nk) 来 说 ， 字 符 串 的 下 界 是 1 上 界 是 r， 需 要 添加 的 乘 号 数目 为 k; 而 对 于 
P(qtl,nk-1) 来 说 ， 字 符 串 的 下 界 为 qt1， 上 界 为 r， 乘 号 数目 为 k-1， 此 时 很 容易 计算 出 应 
从 多 少 个 子 项 中 选 一 个 最 大 的 出 来 ， 即 如 式 (4-25)。 

如 果 将 式 (4-24)、 式 (4-25) 视 为 递归 方法 求解 的 过 程 ， 那 么 递归 的 边界 是 

了 P(un0)=d(uD=SuSu…S: 

从 上 式 容易 看 出 ， 当 到 了 递归 边界 PCu.r0) 时 ， 直 接 转化 为 不 含 乘 号 的 数字 串 的 值 ， 这 一 

点 十 分 重要 。 既 然 是 使 用 递归 方法 求解 的 问题 ， 我 们 可 以 使 用 一 个 与 /或 图 来 描述 ， 如 图 4.8 


所 示 。 
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图 4.8 与 /或 图 
接 下 来 的 问题 是 怎样 求 d(w,r)。 我 们 可 以 移 建 六 个 表 ， 坑 家 4- 引 = 表 4-5 中 d 的 两 个 下 

标 变量 用 i、j 表示 ， 预 先 将 d(u,n) 算 出 并 留 作 备用 \y 
表 4:5 dj) 的 什 


























~ 
IT Mr krk i 


321512 


3215125 
215125 


/ 表 4-5 的 算法 可 以 有 许多 种 ， 现 在 ， 我 们 只 介绍 其 中 的 一 种 ， 分 两 步 : 第 一 步 ， 首 先 
即 d[[6]，i=0,1…;6。 算 法 首先 令 d[0][6]=D， 即 
d[0ji6]=3215125， 之 后 再 计算 d[1][6]。d[1][6] 是 d[0][6] 的 3215125 去 掉 最 高 位 


补 算出 下 表 4-5 中 j=6 的 一 列 的 数 ， 


到 的 。 方 法 是 

















d[1][6]=d[0][6]%1000000=3215125%1000000=215125 





的 数字 3 得 


这 是 由 于 d[0][6] 这 个 变量 被 定义 为 整 型 数 ,该 数 除 以 1000000 之 后 的 余数 就 是 d[1][6]。 




















为 了 得 到 d[i][6]，i=0,1,…,6， 可 以 采 
dl=6; 
d[0] [6]=D; 
for (i=1;i<=6;i++) 


{ 








循环 结构 ， 程 序 如 下 : 


©O -一 


有 了 dil[6] 之 后 ，d[il[5] 就 容易 计算 了 : 
d[i[5]=d[i][6]/10，i=0,1,*…,5 

有 了 dil[5] 之 后 ，d[il[4] 也 容易 计算 了 : 
d[iJ[4]=d[i][5]/10,i=0,1,…,4 

同 理 可 得 dfil[3]，dfi[2]，d[[1 和 d[i][0]， 程 序 如 下 : 


全 部 参考 程序 如 下 : 
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28. { 

295 d[i] [6]=d[i-1] [6]% dl; 
30. dl=d1/10; 

3 } 

2% for (i=1;i<=6;i++) 

二 站 for (i=0;i<=j;i++) 

34. 时 

35 . dl[i] [ij]=d[i] [j+1]/10; 
36. } 

37. cout<<P (0,6,3)<<endl; 


38. return 0; 


5 
下 面 ， 我 们 来 讨论 另 一 个 例子 ， 这 个 例子 是 我 们 在 第 pre Hanoi 塔 游戏 
的 扩展 ， 我 们 可 以 将 其 命名 为 广义 Hanoi 塔 游戏 。 \ 
【任务 4.2】 现 在 有 m 个 柱子 和 mn 个 大 小 不 等 的 4 


区 
Si 这 1n 个 金 盘 按照 由 大 到 小 
的 顺序 依次 放 在 第 一 根 柱子 上 (这 根 柱子 称 为 起 始 桩 ), 多 二 from 柱子 上 









































的 n 个 金 盘 通过 这 m 个 柱子 的 移动 ， 最 终 柱 子 称 为 终止 柱 )， 且 
这 n 个 金 盘 依然 跟 原 来 在 起 始 柱子 上 大 顺序 )， 在 移动 的 过 程 中 
每 次 只 能 移动 一 个 金 盘 ， 如 果 有 了 两 个 
小 金 盘 在 大 金 盘 之 上 (由 大 到 小 的 有 


解 题 思路 
为 了 方便 起 见 ， rd 记 ; 小 杜 标记 为 to， 中 转 柱 标记 为 temp[i]， 


i=1,2,…,m-2。 
这 样 ,我们 可 以 1 盘 分 成 上 下 两 个 部 分 ， 不 妨 将 下 面 的 金 盘 数目 记 
ee ee 数目 为 n-k。 我 们 可 以 将 金 盘 移 动 的 过 程 分 为 三 步 : 第 一 步 , 将 n-k 个 


根 柱 巴 移动 到 任意 一 根 中 转 柱 temp[i](i=1,2,…,m-2) 上 , 并 且 设 在 这 个 过 程 中 所 








-的 在 一 根 柱子 上 ， 摆 放 的 顺序 是 
夫 9 步 数 。 









; 数 为 hhanoi(m,n-k); 第 二 步 ,将 剩 下 的 k 个 金 盘 通过 m-1 根 柱 子 从 起 始 柱 from 

和 之 所 以 只 能 通过 m-1 根 柱子 移动 是 因为 这 k 个 金 盘 中 的 任何 一 个 在 移 

不 能 移动 到 前 面 n-k 个 金 盘 所 占据 的 那 根 柱子 ， 则 在 这 个 过 程 中 所 需要 的 最 
柱 




















wire 第 三 步 ， 将 在 中 转 柱 temp[i 上 的 n-k 个 金 盘 通 过 m 根 柱子 移动 到 
主 to 上 ， 在 这 个 过 程 中 所 需要 的 最 少 步 数 为 hanoi(m,n-k)。 
将 n 个 金 盘 通 过 m 根 柱子 从 起 始 柱 from 移 动 到 终止 柱 to 所 需要 的 最 少 步 数 hanoi(m,n)= 
min { hanoi(m,n-k)+ hanoi(m-1,k)+hanoi(m,n-k)}， 不 难看 出 ， 这 个 问题 的 解决 分 为 若干 个 
阶段 ， 属 于 一 个 多 阶段 决策 问题 ， 对 于 第 二 步 ， 也 就 是 第 二 个 阶段 而 言 ， 第 一 个 阶段 的 解 
决 方式 与 这 个 阶段 的 解决 方式 没有 任何 关系 ， 相 关 的 只 是 第 一 个 阶段 解决 之 后 的 状态 ， 问 
题 的 阶段 划分 满足 无 后 效 性 的 要 求 ， 问 题 的 最 优 决策 策略 是 各 个 阶段 的 最 优 决 策 策略 的 组 
合 ， 也 就 是 说 ， 如 果 将 n 个 金 盘 从 起 始 柱 from 移动 到 终止 柱 to 的 步 数 最 少 ， 则 第 一 步 、 
第 二 步 、 第 三 步 移动 的 步 数 都 应 是 最 少 的 ， 因 此 ， 该 问题 满足 最 优 性 原理 ， 所 以 ， 可 以 使 
有 动态 规划 算法 进行 求解 。 在 用 动态 规划 求解 的 过 程 中 ，k 值 的 选择 是 一 个 关键 。 


@, 
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我 们 可 以 将 最 少 步 数 hanoi(m,n) 的 表达 式 进行 进一步 简化 得 到 下 式 : 

hanoi(m,n)= min {2*hanoi(m,n-k)+hanoi(m-1,k)} 

当 m=2,n=1 时 ，hanoi(myn)=1; 当 m=3,n=1 时 ，hanoi(m,n)=1; 当 m=4,n=] 时 ， 
hanoi(m,n)=1; 当 m=3,n=2,k=1 时 ， 

hanoi(m,n)= min { 2*hanoi(m,n-k)+ hanoi(m-—1,k)} 





hanoi(3,2)=min{2* hanoi(3,2-1)+ hanoi(3-1,1)} 
=min{2* hanoi(3,1)+ hanoi(2,1)} 
=min{2* 1+ 1} 


=3 
当 m=3,n=3,k=1 时 ，hanoi(m,n)= min { 2*hanoi(m,n-k)+ hangi ~、 
hanoi(3,3)=min {2* hanoi(3,2)+ hano 
ee 3 


当 m=3,n=4,k=1 时 ， 1 过 于 min { Ce anoi(m-1,k)} 
| 2 1,k)} 
2 hanoi(2,1)} 











+ 


hanoi(3,6)=min{2* hanoi(3,5)+ hanoi(2,1)} 
=min{2* 31+ 1} 


=63 
一 
当 a 时 ，hanoi(m,n)= min { 2*hanoi(m,n-k)+ hanoi(m-1,k)} 
hanoi(4,2)=min {2* hanoi(4,1)+ hanoi(3,1)} 
=min{2* 1+ 1} 
=3 





当 m=4,n=3 时 ，k 可 以 取 值 为 2， 或 3， 因此 ， 


hanoi(m,n)= min { 2*hanoi(m,n-k)+ hanoi(m-1,k)} 


hanoi(4,3)=min{2* hanoi(4,2)+ hanoi(3,1), 
2* hanoi(4,1)+ hanoi(3,2), 
2* hanoi(4,0)+ hanoi(3,3)} 
=min{2*3+1,2*1+3,2*0+7} 
=5( 当 k=2 时 ) 
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当 m=4,n=4 时 ,kk 可 以 取 值 为 1,2,3,4， 因 此 ， 


hanoi(m,n)= min {2*hanoi(m,n—k)+ hanoi(m-1,k)} 


hanoi(4,4)=min {2* hanoi(4,3)+ hanoi(3,1), 
2* hanoi(4,2)+ hanoi(3,2)， 
2* hanoi(4,1)+ hanoi(3,3)， 
2* hanoi(4,0)+ hanoi(3,4)} 
=min{2*5+1,2*3+3,2*1+7,2*0+15} 
=9( 当 k=2 或 k=3 时 ) 
同 理 ， 我 们 可 以 计算 得 出 hanoi(4,5)=13( 当 k=3 时 ); hanoi(4,6)E17( 当 3 时 ); 
hanoi(4,7)=25( 当 k=4 时 ); hanoi(4,8)=33( 当 k=4 时 ); hanoi(49)=4( 当 |k=4 时 )。 
思路 清楚 了 后 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 设计 动态 规划 算法 编程 实现 。 


习题 与 思 








1. 使 用 动态 规划 算法 ， 求 图 4.9 中 从 结 点 0 到 结 点 \9 的 最 短路 径 ， 并 计算 此 路 径 所 需 
要 花费 的 成 本 。 直 











图 -4:9 ”使 用 动态 规划 算法 求 从 结 点 0 至 结 点 9 的 最 短路 径 
2.- 将 抹 个 份额 的 资源 分 配给 以 下 的 3 个 工程 ， 给 定 利润 表 见 表 4-6， 试 写 出 资源 的 最 
优 分 配方 案 的 求解 过 程 。 


二 表 4-6 4 份 资源 分 配给 3 项 工程 的 利润 表 














3. 设 有 一 字符 序列 A=abccbacbaaba， 男 一 字符 序列 B=cbaabbcbabcb， 求 这 两 个 字符 序 
列 的 最 长 公共 子 序列 及 其 长 度 的 求解 过 程 。 
4. 设 有 6 个 物品 ， 它 们 的 质量 分 别 为 5,3,7,2,3,4; 它们 的 效益 值 分 别 为 3,6,5,4,3,4。 现 





有 一 背包 ， 其 承重 为 15， 并 且 以 上 的 这 些 物品 均 不 可 分 割 。 试 求 能 够 装 入 该 背包 中 物品 的 
最 大 效益 值 ， 并 且 给 出 求解 过 程 。 


2010 
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5. 某 旅游 城市 在 长 江 边 开辟 了 若干 个 旅游 景点 。 一 个 游船 俱乐部 在 这 些 景点 都 设置 了 
游船 出 租 站 ， 游 客 可 以 在 这 些 游船 出 租 站 租用 游船 ， 并 在 下 游 的 任何 一 个 游船 出 租 站 归还 
游船 ， 从 一 个 游船 出 租 站 到 下 游 的 游船 出 租 站 的 租金 明码 标价 。 你 的 任务 是 为 游客 计算 从 
起 点 站 到 终点 站 之 间 的 最 少 租 船 费 用 。 

输入 


输入 文件 有 若干 组 测试 数据 ， 每 组 测试 数据 的 第 一 行 上 有 一 个 整数 n(1 100)， 表 
示 上 游 的 起 点 站 0 到 下 游 有 n 个 游船 出 租 站 1.2…，n。 接 下 来 有 n 行 , ,这 向 
有 n 个 整数 ， 分 别 表示 第 0 站 到 第 1,2…,n 站 间 的 游船 租金 ， 第 2 
表示 第 1 站 到 第 2,3…,n 站 间 的 游船 租金 ， 第 mn 行 有 1 个 整数 ， 到 第 n 站 间 
的 游船 租金 。 一 行 上 两 个 整数 之 间 是 用 空格 隔 开 的 。 两 组 测 而 

对 输入 中 的 每 组 测试 数据 ， 先 在 一 行 上 输出 “Case# “#” 测 试 数据 的 编号 (从 
1 开始 编号 )。 再 输出 一 行 ， 内 容 是 该 情况 下 游客 从 惠 


人 终点 站 间 的 最 少 租 船 费用 。 
输入 样 例 阶 
3 > 2 
236 人民 
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6. 设 A 字符 串 。 要 求 用 最 少 的 字符 操作 ， 将 字符 串 A 转换 为 字符 串 B。 











一 个 字符 ; 


3) 个 字符 改 为 另 一 个 字符 。 
串 A 转换 为 字符 串 B 所 用 的 最 少 字符 操作 数 称 为 字符 串 A 到 B 的 编辑 距离 ， 
记 为 B) 。 请 求 出 8(A,B) 。 

7. 用 下 列 方式 定义 一 个 正则 括号 序列 : 

(1) 空 序列 是 正则 序列 ; 

(2) 如 果 S 是 正则 序列 ， 那 么 (S) 和 【S】 都 是 正则 序列 ; 

(3) 如 果 A 和 B 是 正则 序列 ， 那 么 AB 是 正则 序列 。 

例如 ， 下 面 所 有 字符 序列 是 正则 括号 序列 : 0,【】,，(0), (【】), 0 【), 0 【0】 

下 面 所 有 字符 序列 都 不 是 正则 括号 序列 : (,【,】,，)(;(【)】,(【0。 

给 定 一 些 由 (、)、【 和 】 构 成 的 字符 序列 。 要 求 找到 最 短 的 正则 括号 序列 ， 使 给 定 的 字 


符 序列 作为 子 序列 。 
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输入 

有 多 行 ， 每 行 上 至 多 含 100 个 括号 (字符 “(”、“)”、【 ”和 “】》 )， 没 有 其 他 字符 。 
输出 

对 输入 中 的 每 行 字符 序列 ， 求 出 一 个 最 短 的 正则 括号 序列 ， 使 输入 序列 作为 子 序列 。 
输入 样 例 输出 样 例 





(0 (【O]) 2 

8. n 个 带 颜色 的 方 格 排 成 一 列 , 相同 颜色 的 方块 连 成 一 个 区 域 (如 果 两 个 相 邻 方 抉 颜色 
相同 ， 则 这 两 个 方块 属于 同一 区 域 )。 游 戏 时 ， 你 可 以 任 选 一 个 区 域 消去 <S 设 这 个 区 域 包含 
的 方块 数 为 x， 则 将 分 到 x? 分 ,请 你 采用 一 种 方法 ， 使 最 终 得 到 的 总 分 最 到 方块 消去 之 
后 ， 将 产生 空 列 ， 此 时 ， 其 右边 的 所 有 方块 就 会 向 左 移动 ， A 连 在 一 起 。 试 设 
计 一 算法 ， 设 计 这 个 游戏 。 








回 漳 算法 





(1) 理解 回溯 算法 的 基本 思想 ; 

(2) 掌握 递归 回溯 算法 和 非 递 归 回溯 算法 的 共同 本 硕 以 豚 各 自 不 同 的 特点 ; 
(3) 理解 解 空间 树 的 基本 概念 ; 

(4) 掌握 回溯 算法 求解 0/1 背包 问题 及 其 关于 计算 时 间 复 黎 度 的 分 析 ; 

(5) 掌握 回溯 算法 求解 装 箱 问 题 及 其 关于 讳 算 时 间 复 杂 度 的 分 析 ; 

(6) 掌握 回溯 算法 求解 最 大 通信 财 体 问题 及 其 关于 计算 时 间 复 杂 度 的 分 析 。 





回 油井 法 的 设计 办 想 








0V1 背 包 问题 





回潮 算法 求解 的 经 典 问题 


最 大 通信 团体 问题 


本 章 的 重点 在 于 理解 深度 优先 搜索 策略 的 基本 思想 ; 理解 空间 树 与 回溯 的 基本 概念 ; 
理解 递归 回溯 算法 与 非 递归 回溯 算法 的 共同 原则 及 它们 各 自 的 不 同 特点 ， 掌 握 怎 样 构造 问 
题 的 解 空间 树 ， 掌 握 回溯 算法 的 基本 概念 及 实现 机 制 ， 掌 握 回 济 算 法 设计 的 基本 思想 ， 理 
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解 回溯 算法 的 基本 设计 原理 ， 掌 握 怎 样 使 用 回溯 算法 来 解决 0/1 背包 问题 、 装 箱 问 题 及 最 
大 通信 团体 问题 ， 在 解决 这 些 问 题 的 同时 ， 掌 握 将 递归 回 渊 算法 转化 为 非 递归 回 渊 算法 的 
基本 思路 和 方法 ， 掌 握 怎 样 分 析 使 用 回溯 算法 求解 这 些 搜索 问题 的 时 间 复 杂 度 与 空间 复杂 
度 ; 难点 是 在 用 回溯 算法 求解 实际 的 搜索 问题 的 过 程 中 如 何 通过 前 枝 策略 来 提高 回溯 算法 
的 整体 效率 ， 降 低 回溯 算法 的 时 间 复 杂 度 。 


本 章 最 重要 的 概念 是 搜索 问题 和 回溯 算法 的 基本 概念 ; 本 书 中 
于 解决 某 一 类 问题 的 ， 本 章 中 所 讲授 的 回 淹 算 法 也 是 如 此 。 这 就 表 日 
一 个 实际 问题 之 前 ， 必 须 首先 分 析 这 个 实际 问题 具有 哪些 特征 < 然后 依据 这 些 
的 算法 进行 求解 ， 往 往 会 获得 事半功倍 的 效果 。 此 外 ， 针 对 本 溯 算 法 求解 的 搜 
索 问题 ， 应 首先 构造 解 空间 树 ， 然 后 进行 深度 优先 搜索 / 状 在 这 从 过程 中 确定 前 枝 原则 ， 设 
计 该 问题 的 递归 回溯 算法 ， 接 着 ， 尽 可 能 地 优 索 效 率 ， 通 常 将 递归 回溯 算 法 


转化 为 非 递归 回 淹 算 法 ， 最 后 ， 分 析 最 终 的 回 ; 8 空间 复杂 度 。 
b 索 一 个 问题 的 全 部 解 
时 又 具有 跳跃 性 的 搜索 算法 。 


由 根 结 点 出 发 依次 搜索 整 棵 解 空间 
， 闻 首先 判断 该 结 点 是 否 包含 原 问 

所 目 继 续 按 照 深度 优先 策略 搜索 问题 的 解 ， 妇 
细 吕 的 手 树 的 搜索 ， 并 且 依次 逐 层 向 其 祖先 结 点 加 
溯 。 当 我 们 使 用 回 求 一 个 问题 的 爹 部 解 时 ， 通 常 要 回溯 到 解 空间 树 的 根 结 点 ， 并 且 
当 根 结 点 的 所 遍历 了 一 遍 之 后 方 能 结束 。 然 而 ， 如 果 当 只 需要 使 
用 回溯 算法 求 i 二 个 解 时 ， 通 常 只 需要 搜索 到 问题 的 一 个 解 就 可 以 结束 。 这 种 以 深度 
问题 的 解 的 算法 称 为 回溯 算法 ， 它 适用 于 求解 数据 规模 比较 大 的 问题 。 















































































回溯 算法 具有 通用 的 解 题 算法 之 称 ， 
或 者 其 中 的 任意 一 个 解 。 回 溯 算 光 
它 在 问题 的 解 空 间 树 中 ， 
树 。 当 回溯 算法 在 搜索 到 解 空 有 
题 的 解 。 如 果 包含 ， 就 直接 进入 到 
果 不 包含 ， 那 么 就 跳 过 对 以 此 结 总 为 根 




























































5.1 ”回溯 算 法 的 设计 思想 


NM 用 回溯 算法 ， 所 要 求 的 解 必须 能 够 表示 成 一 个 有 序 n 元 组 (Xx,,x,,…,Xx, ) 的 形式 ， 


hx; 是 取 自 某 个 有 限 集 S; 。 一 般 说 来 ， 待 求解 的 问题 需要 求 取 一 个 使 得 某 一 个 规范 函数 
P(x1,x,,…,X, ) 取 得 极 大 值 或 者 取得 极 小 值 ， 或 者 是 满足 此 规范 函数 条 件 的 向 量 。 有 时 ， 还 
需要 找 出 满足 规范 函数 P 的 全 部 向 量 。 例如， 将 数组 A[n] 中 的 整数 进行 排序 就 是 一 个 可 以 
使 用 有 序 n 元 组 表示 其 解 的 问题 ， 其 中 x; 是 数组 A[n] 中 的 第 i 小 元 素 的 下 标 。 规 范 函数 P 
是 不 等 式 A (x;) 二 A(x;,1) ,其 中 , i=1,2,…,n 一 1 .在 这 里 ,集合 S; 是 一 个 包含 自然 数 1,2,…,n 
的 有 限 集 。 虽然 ， 排 序 问题 通常 是 一 个 不 需要 使 用 回潮 算 法 求解 的 问题 ， 但 是 它 是 可 用 有 
序 n 元 组 列 出 其 解 的 常见 问题 的 一 个 实例 。 在 本 章 中 ， 我 们 将 研究 一 批 一 般 认为 是 最 好 的 
可 以 使 用 回溯 算法 求解 的 问题 。 


@, 



























































<) 
Ne 回溯 算法 加 
(9 = 


不 妨 假 定 有 限 集 S; 的 基数 为 m; ， 于 是 就 应 有 m = mim: …m 个 有 序 元 组 可 能 满足 规 
范 函数 P。 所 谓 暴力 破解 法 即 是 构造 出 这 m 个 有 序 n 元 组 并 且 逐 一 测试 它们 是 否 满 足 规范 
函数 P， 从 而 找到 该 问题 的 全 部 最 优 解 。 然 而 ， 回 济 算 法 的 基本 思想 是 ， 不 断 地 使 用 修改 
tse pi lea 
De 如 果 判 定向 量 ( x,,x,,…,x; ) 不 可 能 导致 获得 































































































最 优 解 ， 那 么 就 将 可 能 要 测试 的 mi,m;,,…m, 个 向 量 一 概 忽 略 。 这 来 发 
eon 即 相 比 较 而 言 ， 
更 高 一 些 
使 用 回溯 算法 求解 的 许多 问题 都 要 求全 部 的 解 满足 一 组 综合 的 约 
可 以 分 成 两 种 类 型 ， 显 式 约束 和 隐 式 约束 。 显 式 约束 条 件 即 是 限定 
的 集合 上 取 值 的 状态 空 
在 使 
至 少 包 含 问 有 
包 问 题 ， 其 解 空间 即 是 由 长 度 为 n 的 0-1 向 量 组 成 %% 卫 包 入 了 对 于 变量 的 所 有 可 能 
的 0-1 赋值 情况 。 当 n=3 时 ， 其 解 空间 是 {(0.0,0)，(0,0 ,0) 雹 (0,1,1)，(1,0,.0)，(10,1)， 
(1,1,0), (1, 将 解 组织 起 使 得 
可 以 使 用 回 i 成 树 或 者 图 的 结构 。 
例如 ， 对 于 n=3 时 的 0/1 背包 问 到 输家 示 其 解 空间 ， 如 图 5.1 
所 示 。 


图 5.1 0/1 背包 问题 的 解 空间 树 


在 图 5.1 所 示 的 解 空间 树 中 , 第 i 层 到 第 itl 层 边 上 的 标号 给 出 了 变量 的 值 。 即 从 这 棵 

二 叉 树 的 树 根 到 叶子 结 点 的 任意 一 条 路 径 均 表示 解 空间 中 的 一 个 元 素 。 例 如 ， 从 根 结 
点 到 叶子 结 点 K 的 路 径 相 应 于 解 空间 中 的 元 素 (1,0.0)。 

当 我 们 确定 了 解 空间 的 组 织 结构 以 后 ， 回 渊 算法 便 可 以 从 起 始 结 点 ( 根 结 点 ) 出 发 ， 以 
深度 优先 方式 搜索 整个 解 空间 。 于 是 ， 这 个 起 始 结 点 既成 为 活 结 点 ， 同 时 又 成 为 当前 的 扩 
展 结 点 。 在 当前 的 扩展 结 点 处 ， 搜 索 过 程 就 向 着 纵深 方向 移动 到 一 个 新 的 结 点 ， 而 这 个 新 
9 结 点 就 成 为 当前 的 一 个 新 的 活 结 点 ， 并 且 成 为 当前 的 扩展 结 点 。 如 果 在 当前 的 扩展 结 点 
处 不 能 再 向 纵深 方向 移动 ， 那 么 当前 的 这 个 扩展 结 点 就 成 为 死结 点 。 此 时 ， 就 不 能 继续 纵 
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深 下 去 ， 应 立即 往 回 移动 (这 就 是 回溯 ) 到 最 近 的 一 个 活 结 点 处 ， 并 且 使 得 这 个 活 结 点 成 为 
当前 的 扩展 结 点 。 回 济 算 法 就 是 以 这 种 方式 递归 地 在 解 空 间 中 进行 不 断 地 搜索 活动 ， 直 到 
找 出 所 需要 的 解 或 者 解 空间 中 已 经 不 再 有 活 结 点 时 为 止 。 

例如 ,关于 当 n=3 时 的 0/1 背包 问题 ,考虑 到 以 下 的 具体 实例 : (wi,w,,w;)=(16,15,15)， 
(p,,p,,p;)=(45,25,25)， 背 包 的 承重 M=30。 按照 图 5.1， 即 从 该 图 所 示 的 完全 二 叉 树 的 根 结 
点 开始 搜索 整个 解 空间 。 初 始 时 ， 根 结 点 是 唯一 的 活 结 点 ， 也 是 当前 的 扩展 结 点 。 
扩展 结 点 处 ， 可 以 沿 着 纵深 方向 移动 到 结 点 B 或 者 结 点 C。 不 妨 假 设 选择 
B， 此 时 ， 结 点 A 与 结 点 B 都 是 活 结 点 ， 并 且 结 点 B 成 为 当前 的 扩 
了 第 一 个 物品 ， 即 质量 为 wi=16 的 物品 , 因此, 在 结 点 B 处 的 剩余 














































的 效益 值 为 44。 从 结 点 B 处 开始 ， 可 以 移动 到 结 点 D 或 者 结 点 E 动 到 结 点 D 
叶 ， 至 少 需要 w; =15 的 背包 承重 ， 然 而 现在 ， 背 包 仅仅 只 和 14， 因 此 ， 
移动 到 结 点 D 导致 不 可 行 解 ) 由 于 搜索 到 结 点 E 时 不 需 的 ， 这 
样 ， 就 可 以 选择 移动 到 结 点 E 处 。 此 时 ， 结 点 E 就 成 点 。 当 前 ， 结 





A、 结 点 B 及 结 点 了 是 活 结 点 。 在 结 点 EE 处 ，r=14; 


始 ， 可 以 向 纵深 方向 移动 到 结 点 了 或 者 结 点 K 记 按照 
到 结 点 J 时 导致 不 可 行 解 ， 而 当 移 动 到 结 点 KA 时 是 可 行 ， 于 是 ， 结 点 
结 


K 就 成 为 一 个 新 的 扩展 结 点 。 由 于 结 所 以 交 了 0/1 背包 问 
5 Xi 的 取 值 由 根 结 点 到 叶子 
为 在 已 经 不 可 能 再 向 纵深 进行 扩展 了 ， 


题 的 一 个 可 行 解 。 与 这 个 可 行 解 相 允 为 
结 点 
2 

ry eb ab 

奉 颖 复 B 处 也 没有 可 以 扩展 的 结 点 ， 因 此 ， 


结 点 的 路 径 唯 一 确定 , 即 x =(1,0,0)3 
所 以 结 点 K 成 为 死结 点 。 
处 ， 因 此 根 结 点 A 再 次 成 为 当前 的 可 扩展 结 点 。 
iC。 此 时 ， 背 包 承 重 r=30， 所 获取 的 效益 值 为 0。 
















































再 返回 到 结 点 E 处 ， 此 时 


结 点 。 接 下 来 又 返回 到 结 点 B 
结 点 B 也 成 为 死结 点 > 再 返 何 到 根 
根 结 点 A 继续 扩 可 似 纵 深 到 结 

















从 结 点 C 可 以 移动 到 结 点 或 者 结 点 G。 不 妨 假设 移动 到 结 点 F， 它 就 成 为 一 个 新 的 可 扩 
点 。 这样 一 来 }】 当前 的 结 点 A、 结 点 C 与 结 点 F 就 是 活 结 点 。 在 结 点 F 处 ， 剩 余 背包 





效益 值 为 25。 从 结 点 F 开始 ,继续 向 纵深 方向 移动 到 结 点 处 ， 这 时 ， 
r=0， 背 包 内 物品 的 总 效益 值 为 50。 由 于 结 点 T 既是 叶子 结 点 ， 又 是 迄今 
的 获取 效益 值 最 高 的 可 行 解 ， 因此 ,记录 下 这 个 可 行 解 。 由 于 结 点 不 可 扩展 ， 
可 到 结 点 F 处 。 按 照 这 样 的 方式 继续 纵深 搜索 ， 可 以 搜 遍 整个 解 空间 。 搜 索 过 程 
之 后 所 能 找到 的 最 优 解 即 是 0/1 背包 问题 的 最 优 解 。 
下 面 ， 再 举 一 个 使 用 回溯 算法 求解 旅行 商 问题 的 例子 。 在 第 4 章 ， 我 们 曾经 讨论 过 利 
动态 规划 算法 求解 旅行 商 问题 。 旅 行商 问题 的 基本 描述 如 下 : 某 售货员 要 到 若干 个 城市 
去 推销 商品 ， 已 知 各 个 城市 之 间 的 路 程 (或 者 旅行 费用 )。 他 要 选择 一 条 从 驻地 出 发 ， 经 过 
各 个 城市 一 遍 且 仅 一 遍 ， 最 后 返回 到 驻地 的 路 线 ， 使 得 总 的 路 程 (或 者 总 的 旅行 费用 ) 最 小 。 

问题 一 经 提出 时 ， 许 多 人 都 以 为 这 个 问题 比较 简单 。 后 来 ， 人 们 经 过 进一步 深入 分 析 
才 逐 步 认识 到 ， 这 个 问题 仅仅 只 是 叙述 比较 简单 ， 易 于 为 人 们 所 理解 。 而 其 计算 复杂 性 却 
是 问题 的 输入 规模 的 指数 函数 ， 属 于 相当 难以 求解 的 问题 之 一 。 事 实 上 ， 旅 行商 属于 NP 
完全 问题 (NPC)。 这 个 问题 可 以 使 用 图 论 的 语言 进行 形式 化 的 描述 。 假 设 图 G=(V，E) 是 一 
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个 带 权 图 。 该 图 中 每 条 边 的 成 本 ( 权 值 ) 均 为 正 数 。 带 权 图 G 中 的 一 条 周游 路 线 是 包括 结 点 
集 V 中 的 每 一 个 结 点 在 内 的 一 条 哈密 顿 回路 (哈密 顿 环 )。 周 游 路 线 的 费用 就 是 这 条 路 线 上 
所 有 边 的 成 本 之 和 ， 旅 行商 问题 即 是 要 在 此 带 权 图 G 中 寻找 一 条 成 本 最 小 的 周游 路 线 。 
5.2 是 一 个 具有 4 个 结 点 的 无 向 带 权 图 。 结 点 序列 1,2,4,3,1; 结 点 序列 1,3,2,4,1; 以 
及 结 点 序列 1,4,3,2,1 分 别 是 该 带 权 图 中 的 3 条 不 同 的 周游 路 线 。 
旅行 商 问题 的 解 空间 可 以 组 织 成 一 棵 树 ， 由 树 的 根 结 点 至 该 树 的 任意 一 人 
路 径 定 义 了 带 权 图 G 的 一 条 周游 路 线 。 图 5.3 表示 当 n=4 时 的 解 空间 树 的 示 侈 
根 结 点 A 开始 到 叶子 结 点 S 结束 的 路 径 上 边 的 标号 组 成 了 一 条 周游 路 1 
结 点 A 开始 到 叶子 结 点 V 结束 的 路 径 上 边 的 标号 组 成 了 另 一 条 周 沪 
G 中 的 任意 一 条 周游 路 线 都 恰好 对 应 于 解 空间 树 中 的 一 条 从 根 结 点 
路 径 。 因 此 ， 不 难 证 明 ， 解 空间 树 中 的 叶子 结 点 的 数目 为 -DI \ 
对 于 图 5.3 中 的 无 向 带 权 图 G， 使 用 回溯 算法 寻找 具有 最 

















































































本 的 周游 路 线 时 ， 通 常 


















































可 以 从 解 空间 树 的 根 结 点 A 出 发 ， 依 次 搜索 到 结 点 点 CS 结 点 F 及 结 点 S。 在 叶子 
结 点 S 处 记录 找到 的 周游 路 线 1,2,3,4,1， 并 求 出 该 周 叶子 结 点 S 
返回 到 最 近 的 活 结 点 F 处 。 由 于 结 点 F 已 经 再 4 ， 回 济 算 法 又 返回 到 活 
结 点 C 处 。 因 此 ， 结 点 C 成 为 了 新 的 可 扩展 结 点 SN 从 这 / 点 C 开始 ， 根 据 算法 ， 
纵深 移动 到 结 点 G 后 又 纵深 移动 到 叶子 条 周游 路 线 1,2,4,3,1， 
并 且 求 出 该 周游 路 线 的 成 本 为 66。 不 难看 条 周游 路 线 的 成 本 更 大 。 
因此 ， 售 弃 此 结 点 。 回 漳 算 法 又 再 - 立 原 点 @， 由 于 返回 到 结 点 C 时 ， 再 
没有 可 扩展 的 结 点 了 ， 因 此 ， 结 点 死结 点 志 继续 国 湖 到 结 点 B。 从 结 点 B 开始 ， 按 
照 算法 ， 继 续 向 纵深 方向 依次 搜索 至 结 点 叶子 结 点 N。 在 叶子 结 点 N 处 ， 相 


成 本 为 25。 它 是 目前 能 够 找到 的 最 佳 的 一 
线 )。 再 从 叶子 结 点 N 开始 ， 按 照 回溯 算法 ， 依 
活 结 点 D 开始 ,依次 继续 向 纵深 方向 依次 搜索 到 叶 














应 的 周游 路 线 为 1,3,2,4,1, 群 求 出 i 
条 周游 路 线 (当前 的 本 的 
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图 5.2 四 结 点 带 权 图 图 5.3 ”旅行 商 问题 的 解 空间 树 
值得 一 提 的 是 ， 为 了 提高 回 渊 算法 的 搜索 效率 ， 在 用 此 算法 搜索 解 空间 树 时 ， 我 们 通 
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常 采用 
子 树 ， 

如 ， 当 
可 行 解 





(1) 针对 所 给 出 的 问题 ， 确 定 此 问题 的 解 空间 。 
(2) 确定 容易 进行 纵深 搜索 的 解 空间 结构 。 


~ A 
(3) 以 深度 优先 方式 搜索 解 空间 ， 并 且 在 搜索 的 过 程 中 利用 A 
9 \ 


使 
为 递归 
使 
按照 算 
算 


Ne 形式 参数 t 表示 递 归 深 度 ， 即 当前 扩展 结 点 在 解 空间 树 中 的 深度 。n 用 来 控制 
归 深 


法 5.1 递归 回溯 算法 的 一 


回溯 与 迭代 回 滴 。 现 分 别 加 以 介绍 。 
递归 函数 对 于 解 空 间 进行 深度 优先 搜索 的 回 济 算 法 通 
法 5.1 进行 描述 ， 
1. void Backtrack (intSE) 
1 
3. if(t>n) 
4. we 
本 
2 
Ts 
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两 种 策略 避免 无 效 搜索 。 其 一 是 用 约束 函数 在 可 扩展 结 点 处 剪除 不 满足 约束 条 件 
其 二 是 使 用 限界 函数 来 剪除 得 不 到 最 优 解 的 子 树 。 这 两 类 函数 统称 为 剪 枝 函 数 。 
我 们 在 求解 0/1 背包 问题 时 ， 通 常 在 使 用 回溯 算法 的 同时 采用 剪 枝 函 数 剪 除 导致 
的 子 树 。 在 使 用 回溯 算法 求解 旅行 商 问题 时 ， 如 果 从 根 结 点 到 当前 的 扩展 结 点 处 































































































5.2 ”回溯 算 法 的 设计 框 
pe 1 
半 | 通常 有 两 种 搜索 算法 ， 分 别 













用 回溯 算法 对 于 问题 的 解 空间 进行 深度 优先 





























为 递归 回溯 .具体 可 
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. else 








， 当 t>n 时 ， 表 示 递 归 回 济 算 法 已 经 搜索 到 了 叶子 结 点 。 此 时 ， 由 Output(x) 记 录 


的 
例 
不 
的 


部 分 周游 路 线 的 成 本 已 经 超过 了 当前 找到 的 周游 路 线 成 本 ， 那 么 就 可 以 判定 以 此 结 点 为 根 


结 点 的 子 树 中 不 包含 最 优 解 ， 因 此 ， 可 以 将 该 子 树 剪除 。 
综 上 所 述 ， 采 用 回溯 算法 求解 问题 时 通常 包含 以 下 的 3 个 步骤 ; 从 


称 


以 


递 


者 输出 得 到 的 可 行 解 x。 算法 5.1 中 的 Backtrack 函数 中 的 for 循环 中 的 fln,t) 及 其 g(n,t) 分 别 


表示 在 
展 结 点 
扩展 结 
剪除 当 
的 取 值 


Gy 








当前 的 扩展 结 点 处 并 未 搜索 过 的 子 树 的 起 始 编号 及 终止 编号 。 h(i) 则 表示 在 当前 凶 
处 x[ 的 第 i 个 可 选 值 。 函 数 Constraint(t) 及 其 函数 Bound(t) 则 分 别 表示 在 当前 的 
处 的 约束 函数 和 限界 函数 。 当 函数 Constraint(t) 的 返回 值 为 true 时 ,表明 在 当前 的 
点 处 x[1 :的 取 值 满足 问题 的 约束 条 件 ， 否 则 就 表明 不 满足 问题 的 约束 条 件 ， 可 
前 的 相应 子 树 。 当 Bound(t) 的 返回 值 为 true 时 ， 则 表明 在 当前 的 扩展 结 点 处 x[1 








扩 
扩 
可 
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:4 











并 未 使 得 目标 函数 越界 ， 还 需要 由 Backtrack(t+1) 对 其 相应 的 子 树 进行 进一步 地 
则 ， 即 表明 当前 的 扩展 结 点 处 x[1 : 菇 的 取 值 使 得 目标 函数 越界 ， 可 以 剪除 相应 的 
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树 。 当 递归 回溯 算法 执行 了 for 循环 之 后 ， 就 表明 已 经 搜 遍 了 当前 扩展 结 点 的 全 部 未 搜索 
过 的 子 树 。 当 Backtrack(t) 执 行 完 毕 后 ,返回 -1 层 继 续 执行 , 即 对 于 还 没有 经 过 测试 的 x[t-1] 
的 值 继 续 搜索 。 当 t1 时 ， 如 果 已 经 测试 完 x[1] 的 所 有 可 选 值 ， 则 表明 外 层 调用 过 程 已 经 
全 部 执行 完毕 。 显 而 易 见 ， 这 样 的 搜索 过 程 是 按照 深度 优先 方式 进行 的 。 调 用 一 次 函数 
Backtrack(1) 就 可 以 完成 整个 回溯 搜索 过 程 。 

使 用 非 弟 归 方 式 对 于 解 空间 进行 深度 优先 搜索 的 回溯 算法 通常 称 为 达 代 
以 按照 算法 5.2 进行 描述 : 

算法 5.2 ”迭代 回 测算 法 的 一 般 描述 


大 

1， void IterativeBacktrack (void) 

rt¢ 

3. int t=1; 

4. while(t>0) { 
5. if(f(n,t)<=g(n,t)) 
6, 
7 
8 
























































滴 。 具体 可 

















for (int i=f(n,t);i<=g(n,t);i+ 





x[t]=h[i]; 
- if(Constraint (t) 条 
9. if (Solution (t)) 
10. Output (x) 7 
11, else t++; 
12， 
13. elgse 七 = 一 六 
生 Ne 
15, 
16. 
mm 2 | 和 和 用 本 数 Solntiont 来 断 在 当前 的 扩展 结 点 处 是 







。 当 它 的 返回 值 为 tue 时 ， 表 明 在 当前 的 扩展 结 点 处 就 是 问题 的 
函数 OutputGo) 记 录 或 者 输出 获 得 的 可 行 解 ， 而 当 它 的 返回 值 为 false 
j 扩 展 结 点 处 只 是 该 问题 的 部 分 解 ， 还 需要 进一步 向 纵深 方向 继续 进行 搜 
法 5.2 中 的 fn.D 及 其 g@n.D 分 别 表 示 在 当前 的 扩展 结 点 处 并 未 搜索 过 的 子 树 
号 。h(i) 则 表示 在 当前 的 扩展 结 点 处 x 中 的 第 i 个 可 选 值 。 函 数 

sfraint(D 及 其 函数 Bound(D 则 分 别 表示 在 当前 的 扩展 结 点 处 的 约束 函数 和 限界 函数 。 当 
函数 \Constrainttb 的 返回 值 为 tue 时 , 表明 在 当前 的 可 扩展 结 点 处 x[1 : 和 的 取 值 满足 问题 的 
约束 条 件 ， 否 则 就 表明 不 满足 问题 的 约束 条 件 ， 可 以 剪除 当前 的 相应 子 树 。 当 Bound(t) 的 
返回 值 为 true 时 ， 则 表明 在 当前 的 扩展 结 点 处 x[1 : 菇 的 取 值 并 未 使 得 目标 函数 越界 ， 还 需 
要 对 其 相应 的 子 树 进 行进 一 步 搜索 ， 而 当 Bound(t) 的 返回 值 为 false 时 ， 则 表明 当前 的 扩展 
结 点 处 的 取 值 已 经 使 得 目标 函数 越界 ， 可 以 剪除 相应 的 子 树 ， 算 法 5.2 中 的 while 循环 执行 
结束 以 后 ， 就 完成 了 整个 迭代 回 淹 算 法 搜索 过 程 。 
使 用 回溯 算法 解 题 的 一 个 显著 特点 就 是 在 搜索 过 程 中 动态 产生 问题 的 解 空间 。 即 在 任 
何 时 刻 ， 回 济 算 法 仅仅 需要 保存 由 根 结 点 至 当前 扩展 结 点 的 路 径 。 如 果 解 空间 树 中 由 根 结 
点 至 叶子 结 点 的 最 长 路 径 的 长 度 为 h(n)， 那 么 回溯 算法 所 需要 的 计算 空间 开销 通常 为 
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O(h(n))， 然 而 显 式 地 存储 整个 解 空 间 则 需要 的 内 存 空间 开销 为 0(2"") 或 者 O((h(n)!)。 

图 5.1 与 图 5.3 所 示 的 两 棵 解 空间 树 是 使 用 回溯 算法 求解 问题 时 经 常 遇 到 的 两 类 典型 的 
解 空间 树 。 当 所 需求 解 的 问题 是 从 mn 个 元 素 的 集合 S 中 找 出 满足 某 种 性 质 的 子 集 时 ， 相 应 
的 解 空间 树 称 为 子 集 树 。 例 如 ,n 个 物品 的 0/1 背包 问题 所 相应 的 解 空间 树 就 是 一 棵 子 集 树 ， 
并 且 这 种 类 型 的 子 集 树 通常 都 有 2" 个 叶子 结 点 ， 而 其 结 点 的 总 数目 为 2™'-1。 遍 历 子 集 树 
人 ae) Gad 


























要 QD 的 计算 内 间 . 可 53 所 未 的 行商 朵 是 区 好 攻 癌 外 业 二 一 果 排 度 笠 
使 用 回溯 算法 搜索 子 集 树 的 一 般 算 法 可 以 按照 算法 5.3 
算法 5.3 ”回溯 算法 搜索 子 集 树 的 一 般 描述 


。 void Backtrack(int 七 ) 
| 
if (t>n) 


1 
之 
本 
4. Output (x); 2 
人 
5. else 
RN 
WA 
8 
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for (int i=0;i<=n;i+tt+ 
x[t]=i; 


. if (Constrai 
i Backtract 哆 > 
— 
10. 
Is 


~ 一 般 疏 法 可 以 按照 算法 5.4 的 方式 进行 描述 : 
算法 搜索 排列 桂 的 一 般 描 述 


1 void Backtrack (int t) 






















if (t>n) 


NU Output (x) 
你 上 else 




















6. for (int i=t;i<=n;i++) { 

a swap (x[i],x[t]); 

8. if (Constraint (t) &&Bound (t)) 

9. swap (x[t],x[i]); 

10. } 

11. } 

在 调用 Backtrack(1) 执 行 回溯 搜索 以 前 ， 应 首先 将 变量 数组 x 初始 化 为 单位 排列 
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5.3 0/1 背包 问题 


在 第 4 章 ， 我 们 曾经 讨论 过 使 用 动态 规划 算法 求解 0/1 背包 问题 。 在 本 章 中 ， 我 们 使 
用 回溯 算法 求解 该 问题 。 


5.3.1 ”回溯 算法 求解 0/1 背包 问题 的 求解 过 程 




















益 值 为 (po,pl,…,p, )。 并 且 背 包 的 承重 为 M。xi 表示 物品 mi 被 装 
i=0,1,…,n 一 1。 当 x;=0 时 ， 表 示 物 品 mi 没有 被 装 入 背包 ; 当 届 =T 时 > 号 示 物 品 mi 被 装 
入 背包 。 则 根据 问题 的 要 求 ， 应 有 以 下 的 约束 方程 和 目标 













2 (5-1) 

optp = max, | (5-2) 

不 妨 假设 以 上 的 0/1 背包 问题 的 解 向 Xe 中 它 必 须 满足 以 上 的 约 

束 方程 ， 并 且 使 其 目标 函数 达到 最 大 。3 淹 算 法 搜索 送 凶 解 向 量 时 ， 解 空间 树 是 一 

棵 高 度 为 n 的 完全 二 又 树 ， 如 图 5.1 结 点 总 数 为 2 个。 由 根 结 点 至 叶子 结 点 

的 所 有 路 径 ， 描述 了 0/1 背包 问题 的 可 2 的 左 子 树 描述 了 
物品 mi 被 装 入 背包 时 的 情况 ， 

0/1 背包 问题 是 一 个 求 间 树 的 搜索 过 程 





























中 ， 一 方面 可 以 使 用 约束 廊 程 ( :全 有 点 以 使 用 目标 函 
了 来 进 一 3 需要 访问 的 结 点 数目 。 0 可 以 将 目标 函数 的 上 嘲 
[= 


量 的 比值 的 非 增 顺序 排序 ， 然 后 按照 这 个 顺序 进 
钾 左 子 树 的 方向 前 进 ， 当 不 能 沿 着 左 子 树 继续 前 进 
时 ， 就 和 一 个 部 分 解 ， 这 时 将 搜索 转移 至 右 子 树 。 此 时 ， 估 计 由 这 个 部 分 解 所 


























能 产 i 值 ， 并 且 把 这 个 效益 值 与 当前 的 上 界 进 行 比较 ， 如 果 大 于 当前 的 上 界 ， 
向 下 进行 纵深 搜索 ,进一步 优化 这 个 部 分 解 ， 直 到 找 出 一 个 有 效 解 ; 最 后 ， 


个 解 保存 起 来 ， 并 且 利 用 当前 的 有 效 解 的 值 不 断 取代 新 的 目标 函数 的 上 界 ， 然 后 不 断 
回溯 ， 寻 找 其 余 的 可 行 解 ， 如 果 由 部 分 解 所 估计 的 最 大 值 小 于 当前 的 上 界 ， 就 可 以 舍 
弃 在 搜索 的 部 分 解 ， 直 接 向 上 回溯 。 
假定 当前 的 部 分 解 是 { x。,x,,…,x:_,}， 同 时 满足 下 面 的 不 等 式 : 
Swx <M 并 且 Fwx tw <M (5-3) 


式 (5-3) 表 明 : 在 装 入 物品 m, 以 前 ， 背 包 尚 有 剩余 承重 ， 当 继续 装 入 物品 mu 之 后 ， 将 
超过 背包 的 承重 。 由 此 ， 将 会 求 得 部 分 解 {xo,x，,xkx}， 其 中 ，xk=0。 依 据 这 个 部 分 解 继 
续 向 纵深 方向 搜索 ， 便 可 以 得 到 式 (5-4); 


























k+i1 
Dw + D3 wi 三 M 并 且 Sv 再 > Witwi>M (5.4) 
i=k+1 i=0 i=k+1 


| 
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从 式 子 (5-4) 中 ， 不 难 发 现 ， 如 果 不 装 入 物品 m, ， 即 当 x, =0 时 ， 继 续 装 入 物品 
mksmkes mi， 背包 尚 有 剩余 的 承重 ， 但 是 倘若 继续 装 入 物品 msi ， 则 将 会 超过 背包 
的 承重 。 其 中 ，j=12…,n-k+1。 当 j=1 时 ， 表 示 继 续 装 入 物品 mk ， 仍 然 将 超过 背包 
重 。 又 由 于 物品 是 按照 效益 值 与 质量 之 比值 的 非 增 次 序 排列 的 ， 因 此 显然 由 这 部 分 解 
继续 沿 着 纵深 方向 搜索 ， 湛 爵 能 芒 找 到 的 可 能 解 间 最 大作 不 会 站 过 


pe pA )*— Bua (5-5) 
0 i=k+1 0 + Wi 
此 ， 我 们 可 以 利用 式 (5-4) 及 其 式 (5-5) 来 估计 从 当前 的 部 分 解 {xYxr…jx 浊 开始 ， 继 


































































续 沿 着 纵深 方向 搜索 时 ， 可 能 获得 的 最 大 效益 值 。 如 果 所 得 到 的 估 当前 的 目标 函 
数 的 上 界 ( 它 是 所 有 已 经 获得 的 有 效 解 中 的 最 大 值 )， 他 失 索 的 过 程 ， 转 而 




















进行 向 上 回溯 的 过 程 。 而 向 上 回溯 有 两 种 情况 : tse 结 点 是 左 巴 树 的 分 支 结 点 ， 就 
转 而 搜索 相应 的 右 子 树 的 分 支 结 点 ;如 果 当 前 的 结 点 Eg 

的 分 支 结 点 向 上 回溯， 直到 左 子 树 的 分 支 结 点 为 止 
索 的 部 分 解 中 装 入 背包 的 物品 









































6 过 质 量 和 总 效益 值 ， 用 p_est 表示 当前 下 和 机 案 的 部 分 角 [能 过 到 的 最 大 效益 值 的 估计 
值 :用 potal 表示 当前 搜索 到 的 所 有 有 效 角 中 的 ,他 是 当前 目标 了 数 的 上 办 

六 以 及 x 分 别 表示 0/1 背包 问题 的 部 分 解 的 第 hin 并 且 ， 下 标 k 也 表 
未 前 对 解构 愉 深 和 实地， 法 求解 011 背包 问题 的 详细 步 对 
可 以 按照 以 下 方式 进行 描述 所 

(1) 将 物品 按照 效益 信 与 凡生 A 

CO) 将 变量 Se 初 值 为 0， 将 部 分 解 初始 化 为 空 ， 将 解 空间 树 
的 搜索 深度 赋 初 值 为 


9 部 分 解 可 以 获得 的 最 大 效益 值 p_est。 


G) 按照 式 (5- 人 和 式 (5-5) 估 计 从 当 六 

(4) 如 果 pesEPrtGtal， 则 转 步 骤 ( 3)， 否 则 转 步 骤 (8)。 

(5), 从 物品 m 开始, 将 物品 依次 装 入 背包 ,直到 没有 物品 可 被 装 入 或 者 装 不 下 物品 mi 
时 为 让 < 天 生 成 了 部 分 解 Xsxi.…x(K si<n。 

如 桌 Wi 富 n， 就 得 到 一 个 新 的 有 效 解 ， 将 所 有 的 y; 复制 到 xi ， 并 且 p_total=p_cur， 
jpstoial 是 目标 函数 的 新 的 上 界 ; 令 k=n， 转 步骤 (3)， 以 便 回溯 搜索 其 余 的 可 行 解 ; 
否则 ， 得 到 一 个 部 分 解 ， 并 且 令 k=i+1， 售 弃 物 品 mi ， 并 从 物品 mi, 处 继续 装 入 背 

， 转 步骤 G3)。 
(8) 当 i 过 0， 并 且 y =0 时 ， 执 行 =i-1 直到 条 件 不 成 立时 为 止 ， 也 就 是 说 沿 着 右 子 树 
的 分 支 结 点 方向 依次 向 前 回溯 ， 直 至 到 达 左 子 树 的 分 支 结 点 处 。 
(9) 如 果 i<0， 则 表明 回溯 算法 执行 完毕 ， 和 否则， 转 步骤 (10)。 
(10) 令 y=0，w_cur= w_curwi，p_cur= p_cur-pi，k=i+1， 转 步骤 (3); 由 左 子 树 的 分 
支 结 点 转移 到 相应 的 右 子 树 的 分 支 结 点 ， 继 续 沿 纵深 方向 搜索 其 它 的 部 分 解 或 者 可 行 解 。 
下 面 ， 我 们 通过 一 个 例子 对 前 面 的 回溯 算法 的 描述 进行 更 加 详细 的 阐释 。 












































设 有 承重 为 M=50 的 背包 ， 有 5 件 物品 ， 且 物品 的 质量 分 别 为 5,15,25,27,30， 这 些 物 





cy) 
SS 和 回溯 算法 加 
9 = 一 


品 的 效益 值 分 别 为 12,30,44,46,50， 求 能 够 使 得 装 入 背包 的 物品 的 总 效益 值 获得 最 大 的 装 包 
方式 ; 

图 5.4 所 示 是 按照 上 面 的 算法 求解 步骤 所 生成 的 解 空间 树 ， 其 具体 过 程 如 下 。 

(1) 开始 时 ， 目 标 函 数 的 上 界 p_total 初始 化 为 0， 计 算 由 根 结 点 开始 搜索 可 以 获得 的 
最 大 效益 值 p_est=94.5， 大 于 p_total， 因 此 ， 生 成 结 点 1,2,3,4， 并 同时 得 到 部 分 解 (1,1,1,0)。 

(2) 由 于 结 点 4 是 右 子 树 的 分 支 结 点 ， 因 此 ， 估 计 从 结 点 4 继续 沿 着 纵深 方向 搜索 可 
以 获得 的 最 大 效益 值 p_est=94.3， 仍 然 大 于 p_total， 因 此 ， 继 续 沿 着 纵深 方向 搜索 并 且 生 
成 结 点 5, 并 且 获 得 最 大 效益 值 为 86 的 有 效 解 (1,1,1,0,0), 将 这 个 有 效 解 保存 在 解 向 量 X 中 ， 


并 且 将 p_total 中 的 值 更 新 为 86。 
(3) 由 叶子 结 点 5 开始 继续 搜索 , 在 估算 可 能 取得 的 最 大 效益 esf* 被 设置 为 86， 
不 大 于 p_total 的 值 ， 因 此 ， 沿 着 右 子 树 的 分 支 方 向 向 前 回溯 左 秆 树 的 分 支 结 点 3， 


并 且 生成 了 相应 的 右 子 树 的 分 支 结 点 6， 得 到 部 分 解 (1,1,0) 




















































Ss 
om 


<. -人 人. 
cM、 1 








LL 
[BE LV 
A 图 5.4 回溯 法 求解 0/1 背包 问题 的 示例 














结 点 6 是 右 子 树 的 分 支 结 点 ， 因 此 ， 计 算 从 结 点 6 开始 继续 向 纵深 方向 搜索 
jy 大 效益 值 p_est=93, 大 于 当前 的 p_total 中 的 值 (86), 因此 生成 结 点 7 和 结 点 8， 
得 到 当前 








最 大 效益 值 为 87 的 有 效 解 (1,1,0,1,0)， 利 用 它 来 更 新 解 向 量 X 中 的 内 容 ， 则 


A P_total 中 的 值 被 更 新 为 87。 

(5) 从 叶子 结 点 8 开始 继续 搜索 ， 在 计算 可 能 取得 的 最 大 效益 值 时， 变量 p_est 被 置 为 
87， 不 大 于 p_total 中 的 值 ， 因 此 沿 着 右 子 树 的 分 支 结 点 8 方向 向 上 回溯 ， 到 达 左 子 树 的 分 
支 结 点 7， 并 同时 生成 对 应 的 右 子 树 的 分 支 结 点 9， 进 而 求 得 部 分 解 (1,1,0,0)。 

(6) 由 于 结 点 9 是 右 子 树 的 分 支 结 点 ， 因 此 ， 计 算 从 结 点 9 开始 向 纵深 方向 搜索 可 以 
取得 的 最 大 效益 值 p_est=92， 大 于 当前 的 p_total 中 的 值 (87)， 因 此 生成 结 点 10， 并 且 获 得 
最 大 效益 值 为 92 的 可 行 解 (1,1,0,0,1)， 可 以 使 用 它 来 更 新 解 向 量 X 中 的 内 容 ， 即 p_total 中 
的 值 被 更 新 为 92。 

(7) 从 结 点 10 继续 沿 着 纵深 方向 搜索 ， 在 计算 可 能 获得 的 最 大 效益 值 时 ， 变 量 p_est 
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被 置 为 92， 由 于 该 值 并 不 大 于 当前 的 p_total 中 的 值 (92)， 因 此 进行 回溯 过 程 ， 又 由 于 结 点 
10 是 左 子 树 的 叶子 结 点 ,因此 生成 对 应 的 右 子 树 的 叶子 结 点 11, 得 到 的 可 行 解 为 (1,1,1,0,0)。 

(8) 从 叶子 结 点 11 开始 继续 搜索 ， 在 计算 可 能 获得 的 最 大 效益 值 时 ， 变 量 p_est 被 设 
置 为 42， 不 大 于 当前 p_total 中 的 值 (92)， 因 此 沿 着 右 子 树 的 分 支 结 点 方向 向 上 回 滴 ， 到 达 
左 子 树 的 分 支 结 点 2， 并 且 生 成 了 相应 的 右 子 树 的 分 支 结 点 12， 得 到 部 分 解 (1,0)。 

(9) 由 于 结 点 12 是 右 子 树 的 分 支 结 点 ， 因 此 计算 从 结 点 12 开始 搜索 可 以 取得 的 最 大 
效益 值 p_est=90.1， 并 与 当前 p_total 中 的 值 (92) 进 行 比较 ， 由 于 不 大 于 当前 中 的 值 ， 
因此 向 上 回溯 到 左 子 树 的 分 支 结 点 1， 并 同时 生成 对 应 的 右 子 树 的 分 支 结 点 Ni 获得 
部 分 解 (0)。 天 

(10) 由 于 结 点 13 是 右 子 树 的 分 支 结 点 ， 因 此 计算 应 从 结 点 13 索 可 以 获得 的 最 
大 效益 值 p_est=91.0， 并 与 当前 p_total 中 的 值 (92) 进 行 比较 , ,而 于 不 厂 于 当前 p_total 中 的 
值 ， 因 此 向 上 回溯 到 根 结 点 0， 此 回溯 算法 结束 。 最 终 ， a X 中 的 内 容 ， 得 到 
最 优 解 (1,1,0,0,1)， 并 且 从 p_total 中 得 到 最 大 效益 值 924 

从 以 上 的 例子 看 出 ， 被 访问 的 结 点 数 为 14 个 。-* 乍 
的 分 支 结 点 向 着 纵深 方向 搜索 , 直到 没有 办 法 继续 外 
在 整个 回溯 过 程 中 ， 尽 可 能 地 沿 着 右 子 树 的 
点 并 且 转 而 生成 右 子 树 的 分 支 结 点 ， 在 从 右 子 料 节 
能 取得 的 最 大 效益 值 进 行 估计 ; 并且 4 子 结 
度 k 设置 为 n， 使 得 不 会 进行 估计 
不 会 大 于 当前 的 目标 函数 的 上 押 ， 


从而 
5.3.2 回溯 算法 求解 wn . 
首先 ， i id 丰 消 看 问 题 时 使 用 的 数据 结构 以 及 变量 : 
ee 


i 

































































































































进程 中 ， 尽 可 能 地 沿 着 左 子 机 
右 子 树 的 分 支 结 点 为 止 ; 
过 到 左 子 树 的 分 支 结 





























fea /* 物 品 的 质量 */ 
float| p; /* 物 品 的 效益 值 */ 
2 floatl vi /* 物 品 的 效益 值 与 质量 值 的 比值 */ 
CBE; 

OBJECT ob[n] 
loat M; /* 背 包 的 承重 */ 
int x[n]; /* 可 能 的 解 向 量 */ 
int yln]; /* 当 前 搜索 的 解 向 量 */ 
float Bp est; /* 当 前 搜索 方向 装 入 背包 物品 的 估计 最 大 效益 值 */ 
float p_total; /* 装 入 背包 的 物品 的 最 大 效益 值 的 上 界 */ 
float wcur; /* 当 前 装 入 背包 的 物品 的 总 质量 */ 
float Bp cours /* 当 前 装 入 背包 的 物品 的 总 效益 值 */ 


因此 ， 求 解 01 背包 问题 的 回溯 算 法 可 以 按照 下 面 的 方式 进行 描述 。 
算法 5.5 0/1 背包 问题 的 回溯 算法 
输入 : 背包 承重 M， 物 品 的 总 数目 n， 存 放 物 品 的 效益 值 及 其 质量 的 结构 体 数组 ob[ ] 


Gy 





输出 :0/1 背包 问题 的 最 优 解 x[ ] 
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43. } 
44. if(i>=n) { /* 所 有 物品 已 经 全 部 装 入 背包 */ 
45. if(p_cur>p total) { 

46. P_total=p_cur; ”/* 更 新 当前 的 上 限 值 */ 

A k=n; 

48. for (i=0;i<n;i++) ”/* 保 存 可 能 的 解 */ 





49. x[il=y[i]; 

50., } 

上 本 } 

S52 else k=i+t1; /* 继 续 装 入 其 余 的 物品 */ NN 

53, i 

54. else { /* 估 计 的 效益 值 小 于 当 限 

55. while( (i>=0) gg (!1y[i])) /* 沿 着 右 子 树 向 上 回溯 */ 
56. i-=1? 的 分 支 结 点 */ 

5 if (i<0) 泪 回溯 到 根 结 点 ， 则 算法 结束 */ 


58. break; 
59. else { 


60. W_cur-=ob[i].w; ™ ¥ 

Sls P_cur-=ob[i] .p; 下 

62. y[i]=FALS 

二 3 k=i+1; Ye 
64. 

65. ) 不 交 二 
66. } 

67. delert®, | 
68 . retu otal AS 

69。 小 


的 第 NTTe 行 是 初始 化 部 分 ， 首 先 计算 物品 的 效益 值 与 质量 值 的 比值 ， 然 后 
按照 效益 值 与 质量 值 的 比值 的 分 增 顺 序 依次 对 物品 进行 排序 。 回 溯 算法 的 主要 工作 是 由 第 
wfile 循环 组 成 的 。 主 要 分 为 3 个 部 分 : 第 一 部 分 是 由 第 21 一 31 行 组 成 的 , 主 

功能 是 计算 沿 着 当前 的 分 支 结 点 向 着 纵深 方向 搜索 时 可 能 取得 的 最 大 效益 值 ， 第 二 部 分 

由 第 Ee 行 组 成 的 , 主要 功能 是 当 估 计 值 大 于 当前 的 目标 函数 的 上 界 时 ,向 纵深 方向 
搜索 ; 第 三 部 分 是 由 第 $2 一 66 行 组 成 的 ， 主 要 功能 是 当 估计 值 小 于 或 者 等 于 当前 的 目标 函 
数 的 上 界 时 ， 向 上 回溯 。 当 开始 进行 搜索 时 ， 首 先 将 变量 w_cur 的 值 与 变量 p _cur 的 值 初 
始 化 为 0， 在 整个 搜索 过 程 中 ， 动 态 地 保存 这 两 个 变量 值 ， 也 就 是 说 ， 当 沿 着 左 子 树 的 分 
支 结 点 向 着 纵深 方向 搜索 时 ， 这 两 个 变量 分 别 增加 相应 物品 的 质量 和 效益 值 ， 当 沿 着 左 子 
树 的 分 支 结 点 没有 办 法 再 向 纵深 方向 搜索 ， 而 生成 了 右 子 树 的 分 支 结 点 时 ， 这 两 个 变量 的 
值 保持 不 变 ， 当 沿 着 右 子 树 的 分 支 结 点 向 上 进行 回溯 时 ， 这 两 个 变量 的 值 保持 不 变 ， 而 当 
向 上 回溯 到 达 左 子 树 的 分 支 结 点 时 ， 结 束 前 面 的 回溯 过 程 ， 转 而 生成 相应 的 右 子 树 的 分 支 
结 点 时 ， 这 两 个 变量 就 应 该 分 别 减 去 相应 的 左 子 树 的 分 支 结 点 的 物品 质量 值 和 效益 值 ; 每 
着 搜索 过 程 转移 到 右 子 树 的 分 支 结 点 时 ， 就 应 对 于 继续 沿 着 纵深 方向 搜索 可 能 获得 的 最 大 
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效益 值 进行 估计 ;而 当 搜索 到 叶子 结 点 时 ， 表 明 已 经 得 到 了 一 个 可 行 解 ， 此 时 变量 k 被 设 
置 为 n， 而 y[n] 被 初始 化 为 FALSE， 因 此 不 论 此 叶子 结 点 是 左 子 树 的 分 支 结 点 ， 还 是 右 子 
树 的 分 支 结 点 ， 都 可 以 顺利 向 上 进行 回溯 ， 继 续 搜索 其 余 的 可 行 解 。 

显而易见 , 回溯 算法 5.5 所 使 用 的 计算 空间 为 Gln) 。 算 法 的 第 11 一 14 行 耗费 的 时 间 开 
销 为 @(n) ; 第 15 行 对 物品 进行 归并 排序 ， 需 要 耗费 的 时 间 复 杂 度 为 G(n*logn) ， 在 最 坏 
的 情况 下 ， 解 空间 树 有 2™'-1 个 结 点 ， 其中， 有 0(2") 个 左 孩 子 结 点 ， 需 要 耗费 ID(2") 的 时 
间 ; 并 且 有 0O(2") 个 右 孩子 结 点 ， 而 每 一 个 右 孩 子 结 点 都 需要 估计 继续 搜 
标 函数 的 最 大 效益 值 ， 每 次 估计 时 间 需 要 花费 O(n) 时 间 ， 因 此 右 孩 
O(n*2") 的 时 间 ， 并 且 这 也 是 算法 5.5 AS 


5.4 装 箱 问题 AT- 
下 面 我 们 介绍 一 个 关于 0/1 背包 问题 的 实际 应 Wa 
5.4.1 ， 装 箱 问题 实现 NS 一 
有 一 批 共 n enet eo i 的 质量 为 
w,, 并 Dw Rep: 
半 箭 问题 要 求 确定 ， 是 否 有 一 个 人 个 集装箱 装 上 这 两 条 轮船 。 


如 果 有 ， 找 出 一 种 装 箱 方案 。 i 
例如 ， 当 n=3， 5 50 10,404 ， 可 将 集装箱 1 和 集装箱 2 装 上 第 一 
3 


艘 轮船 ， 并 且 将 集 装 第 一 箱 办 20,40,40]， 那 么 无 法 将 这 3 个 集装箱 
都 装 上 轮船 。 


当 六 wi 3X, 时 ， 装 箱 问题 等 价 于 子 集 和 问题 。 当 6c,=c; 且 沁 w, < 26 时 ， 装 箱 问 
i=1 


题 等 价 手 划分 上 
=1,2,…,n 为 整数 ，c, 和 c, 也 是 整数 。 子 集 和 问题 与 划分 问题 都 是 NP 难 
Sm 知 ， 装 箱 问题 也 是 NP 难 的 。 
2 






























































证 明 , 如 果 一 个 给 定 的 装 箱 问题 有 解 , 那么 采用 下 面 的 策略 可 以 得 到 最 优 装 箱 方案 。 
首先 将 第 一 般 轮 船 尽 可 能 装 满 ; 
(2) 然后 将 剩余 的 集装箱 装 上 第 二 艘 轮船 。 
将 第 一 艘 轮船 尽 可 能 装 满 等 价 于 选取 全 体 集装箱 的 一 个 子 集 ， 使 得 该 子 集 中 集装箱 质 
量 之 和 最 接近 于 c, 。 由 此 可 知 ， 装 箱 问题 等 价 于 以 下 特殊 的 0/1 背包 问题 : 


max》 wx 


sw 6 


其 中 ，xi e{0,D,1<i<n 我 们 当然 可 以 使 用 上 一 章 中 讨论 过 的 动态 规划 算法 求解 这 个 


Ed 
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特殊 的 0/1 背包 问题 。 所 需要 的 计算 时 间 是 O(mint{c,,2"}) 。 下 面 讨论 用 回溯 算法 设计 求解 
装 箱 问题 的 算法 。 在 某 些 情况 下 该 算法 优 于 动态 规划 算法 。 
5.4.2 递归 回溯 算法 设计 

使 用 回溯 算法 求解 装 箱 问题 时 ， 用 子 集 树 表示 它 的 解 空间 显然 是 最 合适 的 。 可 行 性 约 
ee a 
记 当前 的 装 箱 质量 ， 即 ew = 总 wx, ， 当 sw > 6 时 ， 以 结 点 Z 为 根 的 入 机 中 所 


满足 约束 条 件 ， 因 此 该 子 树 中 的 解 均 为 不 可 行 解 ， 故 可 以 将 该 子 





















































结 点 都 不 





































































































在 以 下 的 求解 装 箱 问题 的 回溯 算法 中 , 尽管 算法 MaxLoad if 过 c 的 最 大 子 集 
和 ， 但 是 并 没有 给 出 达到 这 个 最 大 子 集 和 的 相对 应 的 子 集 ， 我 何 稍 后 加 以 完善 。 

算法 MaxLoading 调用 递归 回溯 函数 Backtrackl 现 递 归 回 淹 搜 索 ， 其 中 函数 
Backtrack(i) 用 来 搜索 子 集 树 中 的 第 i 层 子 树 。 类 Loadi 目 于 记录 子 集 树 中 的 
结 点 信息 ， 用 以 减少 传 给 Backtrack 的 参数 。cw 记录 的 装 箱 质量 ，bestw 
记录 当前 的 最 大 装 箱 质量 。 

在 回溯 算法 Backtrack 中 ， 当 i>n 时 岛 ， 其 相应 的 装 箱 质量 为 
cw 。 二 oe 人 当前 的 村 应 该 更 新 bestw 的 解 。 

<n 时 ， SL i [=1 及 x[i]=0 两 个 

孩子 结 结 点 ， 其 左 孩子 结 点 表示 < 时 进入 左 子 树 ， 并 
号 六 由 的 情形 。 由 于 可 行 结 点 的 右 孩 子 结 
点 总 是 可 行 的 ， 因 此 行 检查 。 具 体 算法 可 描述 为 算法 5.6 
的 形式 。 A 

算法 5.6 





friend Type MaxLoading (Type[],Type,int); 


ee 

SE | void Backtrack (int i); 

en /* 集 装 箱 的 数目 */ 
3 Type *w, /* 集 装 箱 质量 数组 */ 
8 Ge /* 第 一 般 轮 船 的 载重 量 */ 
9. ew, /* 当 前 的 载重 量 */ 
10. bestw; /* 当 前 的 最 优 载重 量 */ 
Ll. 和 


12. template<class Type> 
3 void Loading<Type>::Backtrack (int i) 


da /* 搜 索 第 i 层 结 点 */ 
15. if(i>n) { /* 到 达 叶 子 结 点 */ 
16. if (cw>bestw) 

Ls bestw=cw; 


re 
NA 回溯 算法 
©O 





18 return; 

do /* 搜 索 子 树 */ 

20. if((cwtw[il)<=c) { /* 当 x[i]=1 时 的 情形 */ 

21. Cw=Cw+w[i]7 

2 Backtrack (i+1); 

288 Cw=cw-w[i]7 

24. } 

25. Backtrack (i+1); /* 当 x[i]=0 时 的 情形 */ 

26. } 

27. template<class Type> 

28. Type MaxLoading (Type wl[],Type c,int n);{ Ee 量 */ 
29. Loading<Type>X; 加 化 兰 *V 
30. X.w=w7 

31. X.c=c} 

32. X.n=n; 

33, X.bestw=0; 


34. X.cw=0; 


35. X.Backtrack(1); XS 
_ 
态 地 


=/* 计 算 最 优 栽 重 量 */ 


站 


问题 的 解 空 间 树 ， 在 每 个 结 点 
结 点 数目 为 0(2") ， 因 此 回 淹 算 


Rh 算法 Backtrack 还 需要 额外 的 
| 


36. return X.bestw; 
-| 






根据 算法 5.6， 可 知 回溯 算法 


处 ， 算 法 需要 耗费 的 时 间 开 y's E 
法 Backtrack 所 需要 的 计算 时 间 ( 肘 间 复 杂 度 

递归 栈 空间 ， “2 On 。 
5.4.3 上 界 函 数 2 ~ 


优 解 的 子 树 ， 从 而 可 以 进一步 地 改进 回溯 算 法 在 平均 情况 下 的 执行 效率 。 不 妨 假设 Z 是 解 
空间 MA 当前 可 扩展 结 点 ; cw 是 当前 的 载重 量 ，bestw 是 当前 的 最 优 载重 量 ; r 












当前 的 币 从 集装箱 的 质量 ， 即 r= 》 w, 。 因 此 ， 我 们 可 以 定义 上 界 函数 为 cwtr。 即 在 


j=itl 










结 点 的 子 树 中 的 任意 一 个 叶子 结 点 所 对 应 的 载重 量 均 不 大 于 上 界 函 数 cw+r。 这 样 
= 如 果 cw+r 夺 bestw， 那 么 就 可 以 将 以 Z 为 根 结 点 的 树 的 右 子 树 剪除 。 

在 以 下 的 改进 算法 中 , 我 们 引进 类 Loading 的 变量 r， 用 于 计算 上 界 函 数 。 在 引进 上 界 
函数 以 后 ， 当 搜索 到 一 个 叶子 结 点 时 ， 就 不 用 再 检查 该 叶子 结 点 是 否 优 于 当前 的 最 优 解 了 ， 























这 是 由 于 上 界 函 数 可 以 确保 按照 算法 搜索 到 的 每 一 个 叶子 结 点 都 是 当前 所 能 找到 的 最 优 
解 。 改 进 之 后 的 算法 可 以 描述 为 算法 5.7。 
算法 5.7 


1. template<class Type> 
2. class Loading{ 
Ss friend Type MaxLoading (Type[],Type,int); 


| 
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根据 以 上 的 算法 5.7, 易 知 尽管 改进 之 后 的 回溯 算法 5.7 的 计算 时 间 复 杂 度 仍 为 O0(2") ， 
但 是 在 平均 情况 下 ， 改 进 之 后 的 算法 需要 检查 的 结 点 数目 会 明显 减少 ， 从 而 可 以 提高 算法 
的 运行 效率 。 

为 了 进一步 地 构造 最 优 解 , 还 必须 在 算法 中 记录 与 当前 的 最 优 值 相对 应 的 当前 最 优 解 。 
因此 ， 应 在 类 Loading 中 再 增加 两 个 新 的 私有 数据 成 员 x 及 bestx。 其 中 ， 数 据 成 员 x 用 于 
记录 由 根 至 当前 结 点 的 路 径 ; 另 一 个 数据 成 员 bestx 则 记录 当前 的 最 优 解 。 算法 搜索 
到 达 叶 子 结 点 处 时 ， 就 需要 对 当前 的 bestx 值 进行 修正 (更 新 )。 进 一 步 改 进 
描述 成 算法 5.8。 

算法 5.8 
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一 _ a A) 


34. x[i]=0; 

5: Backtrack (i+1); 
36. 四 

I r=rtw[il; 

38. } 


39,. template<class TYPe> 





42. Loading<Type>x; /* 初 始 化 xX*/ 
43. X.x=new int[n+1]; 


46. X.n=n; 
47. X.bestx=bestx7 
48. X.bestw=0; 


5 for (int i=1;i<=n;i++) 
二 X.z=X.z+w[i]7 *i 这 
3 XxX.Backtrack (1); NA 


54. delete []xX: 


- 
5 return X. > 不 


S56 3 < T 


en A 六 让 
光 


40. Type MaxLoading (TYPe w[],Type c,int n,int bestx[]); 
A /* 返 回 最 优 坊 重 量 */ 

44. X.wW=wW7 NN 
45, X-C=c7 PI 


/ 


.8 的 计算 时 间 复 杂 度 应 为 


由 于 bestx 和 王国 此， 改进 之 后 的 算法 5 
O(n*2") 。 以 下 的 两 种 才 法 订 以 使 得 或 进 之 后 的 算法 的 计算 时 间 复杂 度 降 为 OC2") 。 


(1) 首先 执 和 算 最 优 值 的 算法 ， 并 且 计算 出 最 优 的 装载 量 W。 由 于 该 算法 不 需 


要 记忆 解 ， 因 此 所 需要 的 计算 时 间 应 为 0(2") 。 然 后 再 执行 改进 之 后 的 回溯 算法 
Backi 该 算法 中 将 bestw 的 值 设置 为 W， 并 且 在 第 一 次 到 达 的 叶子 结 点 处 (也 就 
次 





i>n 的 条 件 时 ) 终 止 算法 ， 并 由 此 返回 的 bestw 值 上 





为 最 优 解 。 


入 另 一 种 方法 则 是 在 算法 中 动态 地 更 新 bestx 值 。 具 体 来 说 ， 在 第 i 层 的 当前 结 点 
处 兴 当 








前 的 最 优 解 是 由 x[j]、1 冬 j<i 以 及 bestx[j]、ijn 构成 的 。 每 当 算法 回溯 一 层 ， 就 


将 的 x[ 保 存 到 bestx[ij 中 去 。 这 样 ， 在 每 个 结 点 处 更 新 bestx 值 需要 的 计算 时 间 仅 为 





O(D ， 从 而 可 以 导致 在 整个 算法 中 更 新 bestx 值 所 需要 的 计算 时 





5.4.4 和 迭代 回溯 算法 设计 


间 为 0(2") 。 


数组 x 记录 了 解 空间 树 中 由 根 结 点 至 当前 的 扩展 结 点 的 路 径 ， 由 于 这 些 信 息 已 经 包含 
了 回溯 法 在 回溯 时 所 需要 的 全 部 信息 ， 因 此 ， 利 用 数组 x 所 包含 的 信息 ， 可 以 将 以 上 的 回 
济 算 法 设计 成 为 非 递 归 的 形式 。 由 此 , 我 们 可 以 进一步 省 去 递归 栈 所 占用 的 空间 开销 O(n) 。 
求解 装 箱 问题 的 非 递归 迁 代 回 溯 算 法 MaxLoading 可 以 描述 成 为 算法 5.9: 





Es 





第 5 章 回溯 算法 
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41. | 
25 下 
A 


根据 算法 5.9， 可 知 非 递 归 迭 代 





加 








济 算 法 所 需要 的 计算 时 间 复 杂 度 仍 为 O(2") 。 


5.5 ”最 大 通信 团体 问题 9 
通信 团体 问题 可 以 抽象 化 为 最 大 团体 问题 ， 因 此 ， 下 面 我 们 首先 来 讨论 最 天 团体 问题 


的 解决 方案 ， 进 而 将 这 样 一 种 求解 思路 转换 成 为 求解 通信 团体 问 


5.5.1 最 大 团体 问题 的 描述 及 求解 思路 
人 和 有 6-(V， 有 办 丰 一人 更生 
点 集 V 的 子 集 ， 并且 对 于 任意 的 结 点 4 与 结 点 v， (让 Vv) eE， 即 无 向 图 U 的 边 


集 E, 是 无 向 图 G 的 边 集 E 的 子 集 ， 并 且 该 无 向 图 意 两 个 结 点 都 有 边 相 连接 的 完 
全 图 ， 那 么 就 称 图 U 是 图 G 的 完全 子 图 。 图 G 的 完全 于 图 G 的 一 个 团体 当 且 仅 当 
图 U 不 包含 在 图 G 的 更 大 的 完全 子 图 中 。 4 最 天 团 中 所 包含 的 结 点 数 


目 最 多 的 团体 。 
点 集 {1.2} 与 边 集 (1.2) 构 成 的 图 U 
是 图 G 的 一 个 团体 ， 因 为 它 被 无 向 


根据 完全 子 图 的 定义 ， 在 图 5. 
是 图 G 的 大 小 为 2 的 完全 子 图 。 然 
图 G 的 更 大 的 完全 子 图 (由 结 点 集 f12 ) 所 包含 。 并且 由 结 点 集 {1.2.5} 组 成 
的 完全 图 是 无 向 图 G 的 最 大 团 陈 ， 训 成 的 完全 图 及 由 结 点 集 {2,3,5} 组 成 的 
完全 图 也 是 无 向 图 ot 
AAA 
1 


NS | 图 5.5 简单 无 向 图 G 
, 和 简单 无 向 图 G 的 最 大 团体 问题 可 以 看 作 无 向 图 G 的 结 点 集 V 的 子 集 选取 问题 ， 


可 以 使 用 子 集 树 表示 问题 的 解 空间 。 求 解 最 大 团体 问题 的 回溯 算法 和 求解 装 箱 问题 的 
可 淹 算 法 十 分 类 似 ， 即 假设 当前 的 可 扩展 结 点 Z 位 于 解 空间 的 第 i 层 。 在 进入 左 子 树 之 前 
必须 确认 由 结 点 i 至 已 经 选 入 的 结 点 集中 的 每 一 个 结 点 都 需要 有 边 相 连接 。 在 进入 右 子 树 
之 前 ， 必 须 确认 还 有 足够 多 的 可 以 选择 的 结 点 使 得 原 回 渊 算法 有 可 能 在 右 子 树 中 找到 更 大 
的 团体 。 


5.5.2 ”最 大 通信 团体 问题 的 描述 及 求解 思路 


通信 问题 是 人 们 现实 生活 中 面临 的 实际 应 用 问题 。 下 面 我 们 介绍 关于 最 大 通信 团体 问 
题 的 描述 及 求解 方法 。 


@r 
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有 一 家 通信 公司 近来 要 推出 一 项 优惠 活动 ， 凡 是 在 某 个 群体 中 相互 通话 的 用 户 可 以 得 
到 某 种 通话 费 折 扣 优 惠 。A、B 两 个 用 户 相互 通话 是 指 其 中 之 一 (如 A) 与 另 一 个 人 (如 B) 打 
过 电话 ， 而 不 必要 求 B 打 电 话 给 A。 

一 个 群体 G 要 满足 通讯 公司 的 优惠 政策 ， 必 须 满足 两 个 条 件 : 

(1) G 中 任何 两 个 用 户 通过 话 。 

(2) G 是 团体 ， 即 如 在 加 一 个 G 外 的 人 进去 ， 所 得 新 群体 是 不 满足 条 件 (1) 的 。 

该 通信 公司 还 对 它 的 用 户 团体 中 用 户 数 最 大 的 团体 实行 更 优惠 的 政策 : 
免 一 年 的 月 租 费 。 为 了 搞 好 这 项 工作 ， 这 家 公司 委托 你 帮助 他 们 进行 i 
你 的 任务 是 计算 出 这 家 通信 公司 的 所 有 用 户 构成 的 群体 中 最 大 团体 的 























































惠 的 待遇 。 最 大 团体 是 所 有 团体 中 用 户 数 最 多 的 团体 ， 这 样 的 团体 个 ， 但 所 有 
最 大 团体 中 用 户 数 是 一 样 的 。 

输入 

输入 有 若干 组 测试 数据 ， 每 组 测试 数据 的 第 一 行 .上 洛 整数 n(1 入 n 和 50)， 是 通信 公 
的 Ee 序列 


之 间 无 空格 。 该 行 第 j 个 位 置 的 数 如 为 1， 表 示 
相 邻 两 组 测试 之 间 无 空 行 。 入 文人 R、 
输出 
对 输入 中 的 每 组 测试 数据 ， 
在 一 行 上 输出 “Case i”， 接 着 
输入 样 例 


FS 
sa OD OY. 
、 /~ 
nu 
en 
了 
- 
Ps ER 
~ 


5.6 ”通信 关系 图 G 


不 难 发 现 ， 从 本 质 上 讲 ， 这 个 通信 团体 问题 就 是 最 大 团体 问题 。 为 了 确定 最 大 团体 的 
人 员 数 ， 其 基本 思想 就 是 从 第 一 个 人 开始 依次 考察 各 个 人 是 否 在 其 最 大 团体 中 。 

首先 ， 标 记 为 1 号 的 人 可 以 单独 成 为 一 个 小 团体 。 接 着 考察 标记 为 2 号 的 人 是 否 可 以 
加 入 到 该 团体 中 去 ， 根 据 图 5.6 所 示 ， 这 是 显而易见 的 ， 此 时 ， 该 团体 有 两 个 人 ， 即 标记 


























上 账 
性 
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为 1 号 的 人 与 标记 为 2 号 的 人 , 为 方便 起 见 , 简 记 为 {1,2}。 接 下 来 再 考察 标记 为 3 号 的 人 ， 
显然 ， 标记 为 3 号 的 人 无 法 加 入 刚才 的 团体 。 然后 考察 标号 为 4 号 的 人 ， 等 等 ， 依 次 进行 。 
这 样 一 来 ， 
标记 为 2 号 的 人 作为 第 一 个 考察 的 团体 中 的 成 员 。 后 面 其 余 的 人 员 则 依次 考察 能 否 加 入 到 
该 团体 中 。 


我 们 便 可 以 统计 出 含有 标记 号 为 1 号 的 人 的 最 大 团体 人 数 。 
假设 起 初时 ， 标 记 为 1 号 的 人 并 没有 考虑 作为 团体 中 的 成 员 ， 那 么 我 们 可 以 将 








我 们 不 妨 假设 前 面 的 i-1 个 人 已 经 被 考察 过 ， 并 且 前 面 的 i-1 个 经 有 cn 
成 一 个 团体 , 现在 我 们 来 考察 第 i 个 人 能 和 否 加 入 到 这 个 团体 中 去 。 人 人 
面 的 这 cn 个 人 组 成 的 团体 成 员 相 容 ， 即 他 与 这 个 团体 的 cn 个 人 都 联 






































人 





就 可 以 将 他 加 入 该 团 ， 全 cn 0 则 ， 不 考虑 标 











我 们 可 以 使 用 深度 搜索 








上 面 的 分 析 ， 不 难 发 现 ， 通信 团体 问题 属于 了 




















方式 或 者 广度 搜索 方式 进行 求解 。 以 下 将 用 非 递 归 回 洲 入 法 ( 忱 代 回 济 算 法 ) 所 形成 的 程序 


加 以 实现 。 

















在 以 下 的 程序 中 ， 我 们 用 二 维 数组 a 表示 图 的 数组 x 表示 当前 的 解 ， 
一 维 数 组 bestx 表示 当前 的 最 优 解 , bwstn 表示 当 cn 作为 当前 的 点 数 。 


ey 
mn o 


通信 团体 问题 参考 程序 
. #include<iostream> 
. using namespace RS 


oawmmwmb 


已 
- 


on 





a 


int x[MAXN],be: i 


‘Ae 
void compu 卓 ( 


/* 检 查 结 点 i 与 当前 团体 的 连接 情况 */ 


const int MAXN= NS 


ile (icn) 


nt ok=1; 
一 forl(int j=0;j<i;j++) /* 欲 扩展 结 点 i*/ 
if( (x[j]==1) && (!a[i] [j])) /* 考 察 结 点 i 是 否 与 前 面 的 结 点 j 相 连接 */ 


/a 


3 
if (ok) /* 进 入 左 子 树 */ 
{ 

x[i]=1; 

cntt+s; 

A 
continue; 
} 
else 


{ 


ok=07 /* 结 点 与 其 前 面 的 结 点 j 不 相连 , 舍弃 结 点 ix/ 


break; 


第 5 章 回溯 算法 
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显然 ， 求 解 通信 团体 问题 的 回溯 算法 所 需要 的 计算 时 间 (时 间 复 杂 度 ) 为 Om*2") 。 














本 章 小 结 





本 章 首先 介绍 了 回溯 算法 的 基本 概念， 以 及 使 用 回溯 算法 求解 问题 的 基本 特征 ; 
介绍 了 回 测算 法 的 设计 思想 、 基 本 设计 原则 和 设计 思路 ， 即 从 起 始 结 点 ( 根 结 点 品 出 发 ，L 
深度 优先 方式 搜索 整个 解 空间 。 于 是 ， 这 个 起 始 结 点 既成 为 活 结 点 ， rr 
展 结 点 。 在 当前 的 扩展 结 点 处 ， 搜 索 过 程 就 向 着 纵深 方向 移动 到 一 个 
的 结 点 就 成 为 当前 的 一 个 新 的 活 结 点 ， 并 且 成 为 当前 的 
处 不 能 再 向 纵深 方向 移动 ， 那 么 当前 的 这 个 扩展 结 
深 下 去 ， 应 立即 往 回 移动 到 最 近 的 一 个 活 结 点 处 ， 并 且 使 
点 。 回 溯 算 法 就 是 以 这 种 方式 递归 地 在 解 空间 
解 或 者 解 空 间 中 已 经 不 再 有 活 结 点 时 为 止 。 

本 了 回 湖 em 递归 








































能 继续 纵 
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与 /或 图 在 回 淘 算 法 中 的 应 用 A 人 


我 们 通过 Frnt yas ln me - 些 实际 应 用 问题 。 
【任务 】 现 有 编号 } 芬 别 六 0.1.2.3.4 的 5 本 书 ， 准备 分 给 5 个 读者 A、B、C、D、E。 每 
个 读者 的 阅读 兴趣 使 用 一 人 个 二 维 数组 进行 描述 ， 公 式 如 下 : 
1 ij 喜 欢 j 书 


YE 
兢 \ 


| like[i]0]= 





< 0i 不 喜欢 j 书 
人 / 试 编 得 全 个 程序 ， 输出 所 有 的 分 书 方案 ， 让 每 位 读者 都 皆大欢喜 。 假 定 5 位 读者 对 5 
eerie 5-1。 


4、 表 5-1 读者 阅读 兴 




















CC we nn = 
OO - RS 


解 题 思 路 

首先 定义 一 个 整 型 的 二 维 数组 ， 将 表 5-1 中 的 阅读 喜好 用 初始 化 方法 赋 给 这 个 二 维 数 
组 。 可 以 按照 下 面 的 方式 定义 : 

(1) int like[S][5]={{0,0,1,1,0},{1,1,0,0,1},{0,1,1,0,1},{0,0,0,1,0},{0,1,0,0,1}}。 

(2) 接着 定义 一 个 整 型 的 一 维 数组 book[5]， 用 作 记 录 书 是 否 已 经 被 某 位 读者 选用 。 月 
下 标 作为 5 本 书 的 标号 ， 被 读者 选 过 的 书 所 对 应 的 元 素 值 为 1， oa 


























的 元 素 值 为 0， 初始 化 使 每 本 书 对 应 的 元 素 值 为 0， 即 int book[5]={0,0,0,0， 
(3) 然后 ， 画 出 解决 这 个 问题 的 与 /或 图 ， 并 设计 算法 实现 之 。 
@ 定义 尝试 着 给 第 i 位 读者 分 书 的 函数 为 Try(i)，i=0,1,2,3,4。 
@ 尝试 着 给 第 i 位 读者 分 书 ， 首 先 试 分 0 号 书 ， 再 分 1 号 书 ， ， 因 此 
有 一 个 与 结 点 ， 用 j 表示 书 ,j=0,1,2,3,4。 
@ Lp 为 循环 结构 的 循环 体 ， 如 图 5.7 所 示 。 
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图 5.7 读者 分 书 问题 的 与 /或 图 
SR pm “与 ”起 来 的 ， 即 “第 i 位 读者 喜欢 第 j 号 书 ， 并 且 第 j 号 书 尚 
NS 足 这 个 条 件 时 ， 第 i 位 读者 才能 够 获得 第 j 号 书 。 
入 0 果 不 满足 条 件 C， 那 么 就 什么 事 都 不 做 ， 这 是 直接 可 解 结 点 。 
如 果 满 足 条 件 C， 那 么 就 做 下 面 3 件 事 : 

第 一 件 事 : 将 第 j 号 书 分 给 第 i 位 读者 ， 使 用 一 个 数组 take[i]=j， 其 主要 作用 是 说 明 第 
j 号 书 已 经 给 了 第 i 位 读者 ， 同 时 记录 第 j 号 书 已 经 被 选用 ，book[j]=1。 

第 二 件 事 : 查看 i 值 是 否 为 4， 如 果 不 为 4， 则 表示 尚未 将 所 有 5 位 读者 所 要 的 书 全 部 
分 完 ， 这 时 应 该 递归 再 试 下 一 位 读者 ， 即 Try(i+1); 如 果 二 4， 则 应 首先 使 得 方案 数 加 1， 
即 n=n+1， 然 后 输出 第 nm 个 方案 下 的 每 位 读者 所 得 之 书 。 

第 三 件 事 : 回溯 ， 即 让 第 i 位 读者 退回 第 j 号 书 ， 恢 复 第 j 号 书 尚未 被 选用 的 标志 ， 
即 book[j]=0， 这 是 在 已 经 输出 了 第 n 个 分 书 方案 之 后 ， 去 寻找 下 一 个 分 书 方案 时 所 必需 
的 工作 。 




















算法 分 析 与 设计 教程 cu 


为 了 方便 起 见 ， 主 程序 将 分 书 方案 号 预 置 为 0， 即 从 第 0 位 读者 (A) 开 始 尝试 分 书 ， 调 
用 函数 Try(0)。 分 书 问 题 的 完整 程序 如 下 : 


以 上 我 们 通过 对 读者 分 书 问题 的 分 析 ， 并 利用 与 /或 图 这 个 工具 与 回溯 算法 相 结 合 ， 成 
功 地 解决 了 这 一 问题 , 希望 读者 通过 对 以 上 内 容 的 介绍 可 以 更 好 地 理解 并 运用 与 /或 图 对 一 
些 复杂 的 使 用 回溯 算法 求解 的 问题 进行 分 析 和 求解 。 


@y 





cy) 
SS 5 回溯 算法 加 
(9 站 TS 


习题 与 思考 


1. [ 批 处 理 作业 调度 问题 ] 给 定 n 个 作业 的 集合 J= (本 ,本 于) 。 其 中 , 每 一 个 作业 于 都 
有 两 项 任务 分 别 在 两 台 机 器 上 完成 。 每 一 个 作业 必须 先 由 机 器 1 处 理 ， 然后 再 由 机 器 2 处 
理 。 作 业 J 需 要 机 器 j 的 处 理 时 间 为 tf; ，i=1,2,…,n;j=1,2。 对 于 一 个 确定 的 


果 假 设 F 是 作业 i 在 机 器 j 上 完成 处 理 的 时 间 , 那么 所 有 作业 在 机 器 2 上 完 
和 f= 2 称 为 该 作业 调度 的 完成 时 间 和 。 AR: 个 作业 ， 
















制订 最 佳 的 作业 调度 方案 (设计 一 种 调度 算法 )， 使 其 完成 时 间 

2. [图 的 着 色 问 题 ] 给 定 无 向 连通 图 G 和 m 种 不 同 的 颜 
点 着 色 ， 并 且 每 个 结 点 只 能 着 一 种 颜色 。 是 否 有 一 种 着 色 
着 有 不 同 的 颜色 。 这 个 问题 被 称 为 无 向 图 的 m 可 着 
颜色 才 可 以 使 得 图 中 每 条 边 连接 的 两 个 结 点 着 不 同 


数 。 因 此 ， 求 一 个 图 的 色 数 m 的 问题 被 称 为 

和 m 种 不 同 的 颜色 ， 如 果 这 个 图 不 是 m 可 A 
m 可 着 色 图 ， 试 编写 一 算法 找 出 所 有 不 ee 

3. [连续 邮资 问题 ] 假 设 某 个 国 和 Nn 种 

多 允许 贴 m 张 邮票 。 连 续 邮 资 问题 3 
在 1 张 信 封 上 贴 出 从 邮资 1 开始 , 录 量 
面值 为 (1,3,11,15,32) 的 5 种 邮票 可 尼 
4. [n 皇后 问题 ] 在 ni 受 攻击 的 n 个 皇后 。 按 照 国际 象棋 的 
规则 ， 皇 后 可 以 攻击 与 同一 行 或 者 寺 一 列 战 者 同一 全 线 上 的 模子 ， n 皇后 实际 上 等 
价 于 在 nen 格 的 棋 个 皇后 ,Xf 且 其 中 任何 两 个 皇后 不 能 放 在 同一 行 或 者 同一 列 








中 每 条 边 的 两 个 结 点 
果 一 个 图 最 少 需要 m 种 
PP 为 该 图 的 色 
问题 。 现 给 定 图 G=(V，E) 
回答 ;如 果 这 个 图 是 






























8 并 且 规 定 每 张 信 封 上 最 
的 值 , 给 出 邮票 面值 的 最 佳 设计 ， 

邮资 空间 。 例如 , 当 n=5 且 m=4 时 ， 
连续 邮资 区 间 是 从 1 到 70。 
































整数 集合 S 和 两 个 整数 mn, 是 否 存在 S 的 一 个 子 集 H, 使 得 m 是 
数 的 和 (可 以 重复 取 )。 








n 委 20,0 和 k 和 20)。 接 着 的 一 行 上 有 k 个 整数 b1,b2…,bk， 表 示 S 由 这 k 个 整 











从 输入 文件 读 入 若干 组 测试 数据 。 每 一 组 测试 数据 的 第 一 行 是 3 个 整数 m,n,k,(0<m 
i ,0 三 


输入 直到 文件 结 
输出 


对 第 i 组 测试 数据 ， 应 先 在 一 行 上 输出 文字 “Case #:”， 其 中 “#” 是 测试 数据 编号 i( 从 
1 开始 编 )， 再 在 下 一 行 上 输出 你 能 否 实现 将 m 表示 成 S 中 至 多 mn 个 数字 的 和 的 文字 描述 : 


“可 能 ”并 将 所 有 的 组 合 形式 输出 出 来 。 否 则 输出 “不 可 能 ” 


输入 样 例 输出 样 例 
10 3 3 Case 1: 
4 1 2 可 能 
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10=4+4+2 
27 5 3 Case 2: 
2 3 13 不 可 能 


6. [ 相 异 数字 序列 问题 ] 给 定 整数 m=2， 考 察 长 度 为 4 的 0、1 序列 0011。 假 如 把 该 序列 头 
尾 相 接 ， 构 成 环 状 ， 如 果 沿 着 该 环 的 某 个 位 置 ， 如 项 上 开始 ， 以 顺 时 针 ( 也 可 逆 时 针 ) 方 向 ， 取 
m 个 元 素 ， 可 得 00， 再 变动 一 个 位 置 ， 又 可 得 01， 用 同样 方法 可 得 11，10。 这 样 总 共 可 取 到 
2" 个 长 度 为 m 的 0、1 序列 00，01，11，10， 它 们 表示 了 互 不 相同 的 十 进 制 的 1、3、2。 

对 于 整数 m=3， 可 以 给 出 长 度 为 2"=8 的 0，1 序列 00010111。 将 该 
环 状 。 这样， 也 可 取 到 2"=8 个 长 度 为 m 的 序列 000,， 001, 010, 101, 911z 111,N10，100， 
它们 代表 了 互 不 相同 的 十 进 制 0，1，2，5，3，7，6，4， 且 均 小 我 8 

现在 的 任务 是 ， 给 你 一 个 整数 m， 找 出 这 样 一 个 长 度 为 2 的 0、 列 ， 使 得 依次 取 
长 为 m 的 串 时 ， 得 到 的 2" 个 长 为 m 的 0-1 串 ， 它 们 表示 工 同 的 秆 进 制 数 。 


注意 序列 的 排列 是 与 在 何 处 ， 以 什么 方向 取 串 有 结果 具有 确定 性 ， 这 
(1) 按 字符 串 大 小 比较 ， 最 小 者 符合 要 求 。 


(2) 从 左 向 右 取 。 显 然 00010111<0001110 






























=3， 对 00010111 与 
和 


直观 上 相当 于 说 ， 对 十 进 制 的 数列 给 出 起 洒 序 。 
2 `， 因 而 第 1 个 数列 的 序 


| 
00011101， 得 到 的 十 进 制 数列 分 别 为 0, 及， 6 
4。 从 两 数列 的 第 一 个 数 开始 考察 二 
要 小 。 而 00011101 是 不 符合 要 求 的 $ NA 
输入 站 
输入 文件 的 第 1 行 是 一 个 FA ns) 接着 的 n 行 每 行 上 
ee J 





对 输入 文体 中 每 个 测试 数据 m， 应 先 在 一 行 上 输出 文字 “m=#; ”， 其 中 “#” 是 测试 数 
据 m， 再 在 下 1 你 的 答案 : 如 果 可 以 求 得 ， 输 出 满足 要 求 的 0、1 字符 串 ， 否 则 输 


出 “ImposSible!”。 
2 输出 样 例 
m=2; 
Ney | 0011 
m=3; 
入 00010111 
7. [集合 分 解 问题 ] 给 你 一 个 数字 集合 ， 问 能 否 将 集合 中 的 数 分 成 6 个 集合 ， 使 所 有 集 
合 中 数 的 和 相等 。 例 如 ，{1,1,1,1,1,1}， 可 以 满足 以 上 要 求 ; 但 是 ，{1,2,3,4,5,6} 不 能 。 
输入 
输入 有 多 组 测试 数据 ， 以 整数 T 开始 ， 表 示 有 T 组 测试 数据 。 每 个 case 以 N 开头 (N 
志 30)， 表 示 集 合 中 数 的 个 数 ， 接 下 来 有 NN 个 整数 。 


输出 















如 果 满 足 条 件 ， 输 出 “yes”; 否则 输出 “no”。 


GO - 
输入 样 例 
2 
20 12345543211234554321 
2 


输出 样 例 


yes 
no 
8. [宝石 游戏 问题 ] 宝 石 游戏 在 13*6 的 格子 里 进行 。 游 戏 给 出 红色 、 
绿色 和 紫色 的 宝石 。 当 任何 3 个 以 上 的 宝石 具有 相同 颜色 并 且 在 一 条 直 










绕 ( 横 竖 伴 ) 时 ， 这 些 宝 

















石 可 以 消去 ,现在 给 下 渔 下 时 游戏 的 状态 。 
输入 
第 一 行 n 表 示 有 n 组 测试 数据 。 
下 面 每 一 个 测试 数据 包含 一 个 13*6 的 字符 表 ， So 
桶 黄色 ，Y 表示 黄色 ，G 表示 绿色 ，P 表示 紫 处 没有 宝石 。 
接 下 来 3 行 ， 每 行 包含 一 个 字符 ， 表 示 
最 后 一 个 整数 m(1 万 m 夺 6)， 表 示 新 
输出 
每 一 个 测试 样 例 ， 输 出 当前 
输入 样 例 7 
光 
WWWWWW 
WWWWWW sy 
WWWWWW WWWWWW 
WWWWWW 
WW WWWWWW 
WWWWWVW 
WWWWWW 
W W WWWWWW 
WW WWWWWW 
WWWWWW 
BBWWWW WWWWWW 
BBWWWW OOYWWW 
OOWWWW 
B 
B 
和 
多 





随机 化 算法 


3 
ee 


(1) 理解 随机 化 算法 的 基本 思想 ; 

(2) 理解 将 随机 化 算法 引入 到 确定 性 算法 中 的 ; 
(3) PT :关于 计算 时 间 复 杂 度 的 分 析 ; 
(4) 掌握 将 拉 斯 维 加 斯 算法 用 ey > 于 计算 时 间 复 杂 度 


的 分 析 ; 的 
(5) 掌握 将 莹 特 卡 罗 算法 用 于 求 SR et 于 计算 时 间 复 杂 度 的 分 析 。 
知识 对 和 宰 图 NN je 
Py A | 
CR 


随机 化 快速 排序 算法 











随机 化 选择 算法 | 





随机 化 素数 检测 算法 


重点 在 于 理解 随机 化 算法 的 基本 思想 ， 4 种 随机 化 算法 ， 即 数值 概率 算法 、 谢 
伍德 算法 、 拉 斯 维 加 斯 算法 及 蒙特 卡 罗 算法 的 基本 特征 ; 理解 随机 化 算法 与 确定 性 算法 的 
本 质 区 别 ， 以 及 将 随机 化 算法 运用 于 前 面 所 讨论 的 使 用 确定 性 算法 求解 的 问题 时 可 以 提高 
求解 效率 的 原因 ; 掌握 这 4 种 随机 化 算法 的 实现 机 制 ， 掌握 怎样 将 谢 伍德 算法 用 于 求解 快 
速 排序 问题 ; 怎样 将 拉 斯 维 加 斯 算法 用 于 求解 字符 串 匹 配 问题 ， 以 及 怎样 将 蒙特 卡 罗 算法 
于 求解 素数 测试 问题 分析 使 用 随机 化 算法 求解 以 上 各 种 问题 时 的 时 间 复 杂 度 及 其 空间 















































“ee 
mui 随机 化 算法 加 
GO TS 


复杂 度 ， 难 点 是 体会 在 将 随机 化 算法 运用 于 前 面 的 确定 性 算法 求解 问题 的 过 程 中 可 以 怎样 
提高 求解 效率 。 


本 章 最 重要 的 概念 是 随机 化 算法 的 基本 概念 ， 本 章 的 另 一 个 特点 就 是 对 于 
使 用 了 确定 性 算法 求解 的 问题 使 用 了 新 的 随机 化 方法 提高 其 求解 效率 ; 在 
绍 了 4 种 随机 化 算法 一 一 数值 概率 算法 、 谢 伍德 算法 、 拉 斯 维 加 斯 算法 及 其 蒙特 卡 罗 算 法 
的 各 自 特点 ， 接 着 ， 重 点 介绍 了 谢 伍 德 算法 用 于 求解 快速 排序 问题 X 拉 斯 维 力 
求解 字符 串 匹 配 问题 ， 以 及 蒙特 卡 罗 算法 用 于 求解 素数 测试 问题 的 法 设计 思想 和 设 
计 方案 ， 最 后 ， 分 别 讨论 了 使 用 这 些 随机 化 算法 的 时 间 复 打包 

在 学 习 本 章 时 ， 读 者 特别 需要 注意 的 是 ， 引 入 了 这 些 
不 一 定 在 每 时 每 刻 都 尽善尽美 ， 但 是 求解 的 效率 相对 于 
提高 。 这 就 是 引入 随机 化 算法 讨论 的 意义 与 价值 。 



































后 ， 虽 然 最 终 的 解 
确定 性 算法 有 了 很 大 的 










在 第 1 章 叙 述 算法 的 概念 时 ， 曾 提 到 4 从 < 算法 对 于 所 有 可 能 
的 输入 ， 都 必须 能 够 得 到 正确 的 答案 。 可 上 TA 有 算法 ， 其 性 能 很 差 
也 就 是 说 ， 随 着 输入 数据 规模 的 不 断 卉 3 成 指数 级 数 的 增加 ， 计 算 效 率 
显著 下 降 。 特 别 是 有 许多 具有 很 好 的 来 掏 运行 时 站 最 坏 的 情况 下 ， 却 具有 很 差 
的 性 能 。 于 是 ， 出 现 了 采用 随 灿 选择 的 方 注 性 能 。1976 年 ， 拉 宾 (M.Rabin) 


将 这 种 新 的 算法 设计 方法 ， 称 ; 法 。 息 种 任 活 将 “算法 对 于 所 有 可 能 的 输入 都 必须 


给 出 正确 的 答案 ”这 一 予以 放松 ， 午 在 某 些 方面 ， 它 可 能 是 不 正确 的 。 但 是 ， 由 
于 出 现 这 种 不 正确 的 比较 小 ， 蕉 至 于 可 以 安全 地 不 予 理 皮 。 同 理 ， 也 不 要 求 对 一 个 


















特定 的 输入 ， 每 二 次 运行 都 角 的 结果 。 增 加 这 种 随机 性 的 因素 ， 所 得 到 的 
效果 是 令 人 惊 是 将 这 种 随机 性 的 因素 加 入 到 原来 的 那些 效率 很 低 的 确定 性 算法 


中 ， 八 ~ 问题 的 解 。 这 种 算法 通常 被 称 为 随机 化 算法 。 
J 6.1 随机 化 算法 引言 


机 化 算法 是 指 在 算法 中 执行 某 些 步骤 或 者 某 些 动作 时 ， 所 进行 的 选择 是 随机 的 。 在 
随机 化 算法 中 ， 除 了 接收 算法 的 输入 以 外 ， 还 应 该 接收 一 个 随机 的 位 流 ， 以 便于 在 算法 
执行 过 程 中 ， 进 行 随机 选择 。 通 常 ， 将 求解 问题 P 的 随机 化 算法 定义 为 :假设 问题 1 是 
题 P 的 一 个 实例 ， 在 使 用 算法 求解 问题 I 的 某 些 时 刻 ， 随 机 地 选择 某 个 输入 bsI， 并 且 
b 来 决定 算法 的 下 一 步 动 作 。 随 机 化 算法 将 随机 性 质 注入 到 算法 中 ， 改 善 了 算法 分 析 与 设 
计 的 灵活 性 ， 提 高 了 算法 的 解 题 能 力 。 

随机 化 算法 有 两 个 优点 : 首先 ， 随 机 化 算法 所 需要 消耗 的 计算 时 间 与 空间 开销 ， 通 常 
会 小 于 同一 个 问题 的 已 知 的 最 好 的 确定 性 算法 ; 其 次 ， 人 迄 今 为 止 所 看 到 的 所 有 随机 算法 ， 


它们 的 实现 都 比较 简单 ， 也 比较 容易 理解 。 


可 逊 
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6.1.1 随机 化 算法 的 分 类 


随机 化 算法 的 一 个 基本 特征 是 对 于 所 求解 问题 的 同一 个 实例 采用 同一 个 随机 化 算法 求 
解 两 次 可 能 得 到 完全 不 同 的 效果 ， 即 这 两 次 求解 所 需要 的 时 间 甚 至 所 得 到 的 结果 可 能 会 出 
现 相 当 大 的 差别 。 一 般 情况 下 , 我 们 可 以 将 随机 化 算法 大 致 分 为 4 类 ， 即 数值 随机 化 算法 、 
蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 算 法 、 拉 斯 维 加 斯 (Las Vegas) 算 法 及 其 谢 伍德 (Sherwood) 算 法 。 

数值 随机 化 算法 常用 于 数值 问题 到 的 求解 。 这 类 算法 所 得 到 的 解 往往 是 近似 解 。 并 且 
近似 解 的 精度 随 着 计算 时 间 的 增加 会 不 断 地 提高 。 在 许多 情况 下 ， 由 于 要 ) 的 精 
确 解 是 不 可 能 的 或 者 是 没有 必要 的 ， 因 此 用 数值 随机 化 算法 可 以 获得 相当 

蒙特 卡 罗 算法 用 于 求 出 问题 的 准确 解 。 对 于 许多 问题 来 说 ， 












意义 。 例 如 ， 





对 于 一 个 判定 问题 ， 其 解 为 “YES” 或 者 “NO ”， So 任何 近似 解答 。 
又 如 ， 要 求 一 个 整数 的 因子 时 所 给 出 的 解答 必须 是 准确 的 ， 近似 因子 本 身 是 没 
有 任何 意义 的 。 尽 管 使 用 蒙特 卡 罗 算 法 可 以 求 得 问题 的 一 个 解 未 必 就 是 正确 
人 


其 求 得 正确 解 的 概率 必须 依赖 于 算法 所 消耗 的 时 。 
正确 解 的 概率 就 越 高 。 蒙 特 卡 罗 算法 的 缺点 也 恰恰 
判定 所 得 到 的 解 是 否 肯定 正确 。 


站 饶 法 所 耗费 的 时 间 越 多 ， 得 到 
一 般 情况 下 ， 无 法 有 效 地 










































使 用 拉 斯 维 加 斯 算法 不 会 得 到 不 正确 一 县 使 用 拉 斯 维 加 斯 算法 找到 一 个 解 ， 
那么 这 个 解 就 一 定 是 正确 解 。 但 是 有 时 ， 人 人 维 加 其 找 不 到 解 。 与 蒙特 卡 
罗 算 法 相 类 似 , 拉 斯 维 加 斯 算法 找到 正 3 随 着 计算 时 间 的 增加 而 提高 。 

于 所 求解 问题 的 任 一 实例 ， 采 用 


斯 维 加 对 于 该 实例 求解 足够 多 的 次 


求 得 的 解 总 是 正确 的 。 当 一 个 确定 
况 下 的 计算 时 间 复杂 度 有 较 大 地 差别 

成 为 一 个 谢 伍德 算法 ， 消 除 或 者 减少 问 
多 有 而 是 


洋 妆 


， 可 以 使 得 求解 失效 的 概率 上 
使 用 谢 伍 德 算 法 总 是 可 











3 光量 算法 人 的 时 间 揽 杂 度 ， 是 取 它 的 平均 运行 时 间 。 如 果 算 法 A 
是 一 个 算法 ; 对 于 数据 规模 大 小 为 n 的 一 个 确定 的 实例 I, 这 一 次 运行 和 另外 一 次 运 
行 ， 其 运行 时 间 可 能 是 不 同 的。 因此 ， 更 正常 的 衡量 算法 的 性 能 ， 是 算法 A 对 于 确定 的 实 








I 的 期 于 时间， 即 由 算法 A 反复 地 运行 实例 I， 所 取 的 平均 运行 时 间 。 因 此 ， 在 随机 
算法 时 ， 所 讨论 的 是 最 坏 情 况 下 的 期 望 时 间 以 及 平均 情况 下 的 期 望 时 间 。 
6 随机 数 产生 器 
正如 以 上 所 叙述 的 那样 ， 在 随机 化 算法 中 ， 要 随时 接收 一 个 随机 数 ， 以 便于 在 算法 的 
执行 过 程 中 ， 按 照 这 个 随机 数 进行 所 需要 的 随机 选择 。 因 而 ， 随 机 数 在 随机 算法 的 设计 过 
程 中 起 着 非常 重要 的 作用 。 
在 计算 机 中 产生 随机 数 的 方法 ， 经 常 采用 下 面 的 公式 ; 























ds=d 
d, =bd, +c (n=1,2,.…) (6-1) 
a, =d, /65536 


@, 
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使 用 式 (6.1) 可 以 产生 0 一 65535 的 随机 数 al,a;,… 序 列 数 的 程序 ， 有 时 可 以 称 其 为 2” 
步 长 的 倍增 谐 和 随机 数 产生 器 。 其 中 ，b、c、4d 均 为 正 整数 ，d 称 为 由 该 公式 所 产生 的 随机 
序列 的 种 子 。 常 数 b 与 常数 c 的 选取 , 对 于 所 产生 的 随机 序列 的 随机 性 能 有 非常 大 的 关系 ， 
通常 取 b 为 一 素数 。 
实际 上 ,计算 机 并 不 能 产生 真正 的 随机 数 。 当 b、c 和 d 确定 以 后 ， 由 公式 (6.1) 所 产生 


的 随机 序列 也 就 确定 了 。 由 于 所 产生 的 随机 数 仅仅 只 是 在 一 定 程度 上 的 随机 而 已 ， 因 此 ， 
有 时 人 们 又 把 这 种 方法 产生 的 随机 数 称 为 伪 随 机 数 。 
供 



































以 下 就 是 随机 数 产 生 器 的 一 个 具体 例子 。 其 中 ， 函 数 random_seedr 提 择 随 
机 数 的 种 子 ， 具 体 说 来 ， 当 形式 参数 d=0 时 ， 取 系统 当前 的 时 间作 为 随 栅 数 种 子 ; 当 d 尖 0 
时 ， 则 选用 d 作为 种 子 ; 函数 random 在 给 定 种 子 的 基础 上 ， 计 ， 许 且 产 生 一 个 
范围 由 low 及 high 的 新 的 随机 数 。 


#define MULTIPLIER Ox015B4F64L; > 
#define INCREMENT 1; 
static unsigned long seed; 
void random seed(unsigned long d 
{ 局 
if (d==0) 7 站 
seed=time (0); 
else 
seed=d; 站 
unsigned int ndo edr 1o unsigned long high) 
8 
(s， 
































™ 
~ 
seed=MU R*see MENT; 


returl 6)% (higRwlow)+low); 


} 


2 6.2 谢 伍德 算法 


不 np a 
是 算 滨 A 的 输入 规模 为 n 的 所 有 输入 实例 的 全 体 ， 那 么 算法 A 的 平均 运行 时 间 为 
TW)= TIX 
显而易见 ， 这 样 做 并 不 排除 存在 着 个 别 实例 xeX,， 使 得 T、(x) >> 工 Cn) 。 实际 上 , 很 
多 算法 对 于 不 同 的 输入 数据 ， 显 示 出 很 不 相同 的 运行 性 能 。 例 如 ， 当 输入 数据 处 于 均匀 分 
布 时 ， 快 速 排序 算法 的 运行 时 间 是 @(n*logn) 。 而 当 输 入 数据 已 经 几乎 按照 递增 顺序 或 者 
递减 顺序 排列 时 ， 算 法 的 计算 时 间 复 杂 度 会 增加 得 较 快 ， 从 而 导致 算法 的 执行 效率 降低 ， 


就 是 这 种 情况 。 








如 果 存 在 一 种 随机 算法 B， 使 得 对 于 数据 规模 为 n 的 每 一 个 实例 xseX, ， 都 有 
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Ta(%)= T, (n)+s(n) 

偶尔 会 有 某 一 个 具体 实例 x eX, ， 使 得 算法 B 运行 这 个 具体 实例 所 耗费 的 时 间 ， 可 能 

会 比 上 式 所 表示 的 运行 时 间 更 长 一 些 ， 但 这 是 由 于 算法 的 随机 性 选择 所 引起 的 ， 与 算法 的 
输入 实例 并 没有 关系 ， 从 而 可 以 消除 算法 的 不 同 输入 实例 对 于 算法 性 能 的 影响 。 

谢 伍德 类 型 的 随机 化 算法 ， 就 是 根据 以 上 的 思想 来 进行 设计 的 。 可 以 将 算法 B 关于 数 

据 规模 为 n 的 输入 实例 的 期 望 运行 时 间 进 行 如 下 的 定义 : 

Tm)= 2 TC)/IX, 1 



















































显而易见 , 五 (nD) = 工 (n)+sC) 。 并 且 当 sn) 与 工人 n) 相 比 非常 少 以 至 于 可 忆 
谢 伍德 类 型 的 随机 化 算法 就 可 以 体现 出 非常 好 的 性 能 。 
6.2.1 随机 化 快速 排序 算法 
素 进行 排序 ， 在 平均 情况 下 的 计算 时 间 复 杂 度 为 Gh* ,在 最 坏 情况 下 ， 即 数组 中 的 
元 素 已 经 按照 递增 顺序 或 者 递减 顺序 进行 排列 时 , ; 司 为 @(n*n), 并 且 这 种 最 
当 经 过 上 LE 序 儿 文件 ， 并 在 此 基础 上 ， 
如 果 再 附加 上 一 个 关键 字 非 常 小 的 元 素 之 后 ， 四 重新 对 其 ti 此 时 ， 它 的 计算 时 间 
复杂 度 就 会 接近 于 @(n*n) 。 
作为 划分 元 素 进行 数组 的 划 的 此 时 ,得 于 :数组 中 的 元 素 已 经 按照 递增 顺序 或 者 
递减 顺序 进行 了 排列 ， 这 样 志 来 字 红 成 为 了 选择 排序 算法 。 如 果 我 们 随 
划分 式 素 ， 则 快速 排序 算法 的 行为 就 不 会 受到 数组 元 素 的 输入 
选择 枢 点 的 快速 排序 算法 ， 可 以 按照 算法 6.1 进行 描述 。 
法 68 选择 随机 化 枢 点 的 快速 排序 算法 
template<class Type> 
void quicksort random(Type A[],int low,int high) 


在 第 2 章 中 所 叙述 的 快速 排序 算法 中 ， 我 们 采用 组 的 第 一 个 元 素 作 为 划分 元 
坏 的 情况 是 时 有 发 生 的 。 例 如 ， 存 在 一 个 

出 现 这 种 情况 ， 主 要 是 由 于 第 全 序 算法 采用 数组 中 的 第 一 个 元 素 
机 地 选取 任意 一 个 元 并 快速 排 
顺序 的 影响 ， 那 么 前 
数 产 生 器 所 选择 忒 假 所 引起 的 .人 0 果 随机 数 产 生 器 所 产生 的 随机 枢 点 序列 ， 恰 好 使 
SN 组 A[ ]， 数 组 元 素 的 起 始 位 置 low， 终 止 位 置 high 
入 : 按照 非 降 顺 序 排序 的 数组 A[ ] 


random seed (0); /* 选 择 系 统 的 当前 时 间作 为 随机 数 种 子 */ 
r_quicksort (A, low,high); /* 递 归 调 用 随机 快速 排序 算法 */ 
void r quicksort (Type Al[],int low,int high) 
int k; 


ownamumnmwN 


Gy 


NS 随机 化 算法 
6 一 一 


DR if(low<high) { 








了 k=random (low,high);  /* 产 生 从 low 到 high 之 间 的 随机 数 k*/ 

2 swap (A[low] ,A[k]); ”/* 将 元 素 A[k] 交 换 到 数组 的 第 一 个 位 置 */ 

1 k=split (A, low, high) ; ”/* 按 照 元 素 A[low] 将 原 数 组 划分 成 为 两 个 子 数组 */ 
14. r_quicksort (A, low,k-1); ”/* 对 第 一 个 子 数组 进行 排序 */ 

5: r_quicksort (A,k+1,high) ; ”/* 对 第 二 个 子 数组 进行 排序 */ 

16. 有 


LN 
算法 6.1 在 最 坏 的 情况 下 ， 仍 然 需 要 的 计算 时 间 复 杂 度 为 Bon*n)4 这 是 
生 器 第 i 次 所 随机 产生 的 随机 选择 枢 点 元 素 , 正好 就 是 数组 中 的 第 人 二 第 
造成 的 。 但 是 ， 正 如 以 上 的 算法 所 述 ， 这 种 情况 出 现 的 可 能 性 是 微 乎 鞭 微 的 。 实 际 上 ， 输 
So en TR 
运行 时 间 为 @(n*logn) 。 
6.2.2 ”随机 化 选择 算法 


在 第 二 章 中 所 叙述 的 选择 算法 ， 是 从 n 个 NA ; 
2 








20cn， 因 此 ， 它 的 计算 时 间 复 杂 度 为 @(n) 。 加 以 随机 
算法 的 性 能 。 假 定 输入 的 数据 规模 为 人 i 


以 下 就 是 这 个 算法 的 一 个 具体 描述 > 
算法 6.2 随机 化 选择 算 ; | 


未 为 号 一 个 元 素 下 标 为 high 中 ， 选 择 第 k 小 
/ 








select_ random(Type A[],int low,int high,int k) 


/* 选 择 系统 当前 的 时 间作 为 随机 数 种 子 */ 
/* 使 x 从 数组 的 第 low 元 素 开始 计算 */ 
Ny return r_select (A[],1ow,high,k); /* 递 归 调 用 随机 化 选择 算法 */ 


8 Type r_select(Type A[],int low,int high,int k) 


qo ne 

11. if(high-low<=k) /* 第 kk 小 的 元 素 已 位 于 子 数组 的 最 高 端 */ 
2 return Al[lhigh]; /* 直 接 返 回 最 高 端 元 素 */ 

1 elsef{ 

14. i=random (low, high); /* 产 生 从 low 到 high 之 间 的 随机 数 i*/ 
15; swap (A[low] ,A[i]); /* 把 元 素 A[i] 交 换 到 数组 的 第 一 个 位 置 */ 
16. i=split (A, low, high); /* 按 照 划 分 元 素 A[low] 将 数组 划分 为 两 个 */ 
7 if ( (i-low)==k) /* 元 素 A[i] 就 是 第 k 小 的 元 素 */ 


18. return A[il; /* 直 接 返 回 A[i]*/ 





元 素 ， 它 的 运行 时 间 是 
， 就 可 以 不 断 提 高 
算 时 间 复 杂 度 小 于 4n。 
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19. else if((i-low)>k) /* 第 k 小 的 元 素 位 于 第 一 个 子 数组 */ 

20. return r select(A,low,i-l,k); /* 从 第 一 个 子 数组 寻找 */ 
型。 Else /* 否 则 */ 

2 return r select (A,itl,high,k-i-1); ”/* 从 第 二 个 子 数组 寻找 */ 
23. } 

2 











由 于 数组 元 素 的 序号 是 从 low 开始 ， 它 是 被 检索 的 第 一 个 元 素 ， 因 此 , 站 法 从 一 
开始 就 把 变量 k 减 1, 使 得 它 可 以 方便 地 与 数组 元 素 的 序号 相互 对 应 ,进入 递 ! select 
k 


时 ， 在 该 函数 的 第 4 行 和 第 5 行 ， 首 先 判断 子 数组 元 素 个 数 是 否 
立 ， 说 明子 数组 的 最 高 端 元 素 便 是 所 希望 求 取 的 元 素 。 否 则 ， 在 
到 high 的 随机 数 i， 把 元 素 Ai 作为 划分 元 素 ; 在 第 16 行 ， 调 用 函数 plit， 把 数组 划分 成 
为 3 个 部 分 ， 即 小 于 划分 元 素 的 子 数组 、 划 分 元 素 、 大 于 的 予 数组 ， 并 且 求 得 划 
分 元 素 在 数组 中 的 新 序号 i。 这 时 ， 如 果 第 17 行 的 条 件 
的 元 素 。 否则 ， 如 果 第 19 行 的 条 件 成 立 ， 那 么 就 说 明 所 选 笃 的 也 素 位 于 划分 元 素 的 新 序号 
ee elect， 从 low 到 i-1 的 位 置 
中 ， 去 寻找 第 k 小 的 元 素 ; 如 果 第 19 行 的 条 ff 就 说 明 所 选择 的 元 素 位 于 划分 


元 素 的 新 序号 之 后 ， 这 时 就 抛弃 前 一 部 分 
的 位 置 中 ， 去 寻找 第 k 小 的 元 素 。 


这 个 算法 的 行为 和 性 能 ， 完 全 类 他 仿 索 算 》 递 妆 调用 一 次 ， 就 抛弃 一 部 分 
便 法 的 递归 形式 ， 改 写成 为 循 
BE 中 的 元 素 都 是 不 相同 的 ， 在 最 坏 


元 素 ， 而 对 于 另 一 部 分 元 素 进行 处 
环 进 代 的 形式 。 这 个 算法 的 运行 
的 情况 下 ， 这 个 算法 在 第 i 生 器 所 选择 的 划分 元 素 ， 正 好 就 是 
“递归 调用 ， 仅 仅 抛弃 一 个 元 素 ， 而 对 
据 规模 为 n 的 数组 进行 划分 ， 其 元 素 的 比较 次 


数组 的 第 i 大 的 元 素 或 
， 所 执行 的 元 素 比较 次 数 为 
n+(n—l)+…+2 1=3n*(n+)=O(n*n) 


数 为 n。 因 此， 算法 坏 的 情 ? 
滋 

正如 前 面 所 叙述 的 那样 ， 发 生 这 种 情况 的 概率 是 微乎其微 的 。 

下 面 7 我们 来 分 析 算法 6.2 所 执行 的 元 素 比较 的 期 望 次 数 。 可 以 证 明 ， 对 于 数据 规模 
为 n 世 汶 这 个 算法 所 执行 的 元 素 比较 的 期 望 次 数 小 于 4n， 采 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 

令 C(n) 是 算法 对 nm 个 元 素 的 数组 所 执行 的 元 素 比较 的 期 望 次 数 。 当 n=2 及 n=3 时 ， 容 
和 验证 C(C2) 乏 4*2=8,CG) 入 4*3=12 。 

/ 假定, 对 于 所 有 的 k(k =1,2,…,n) ，C(k) 三 4*k 成 立 。 以 下 我 们 证 明 C(n) 三 4*n 也 成 立 。 

由 于 划分 元 素 的 位 置 i 是 随机 选择 的 ， 假 定 它 是 0,1,…,n -1 中 的 任意 一 个 位 置 ， 并 且 
都 具有 相等 的 概率 。 由 于 序号 是 从 0 开始 的 ， 第 k 小 的 元 素 相当 于 数组 的 第 k-1 个 位 置 。 
因此 ， 如 果 i=k-1， 那 么 划分 元 素 就 是 所 寻找 的 第 k 小 的 元 素 ， 这 时 ， 算 法 只 需要 调 次 
函数 split, 因此 只 执行 了 n 次 元 素 的 比较 操作 ; 如 果 i<k-1, 那么 就 抛弃 序号 为 0,1……,i 等 
总 共 itl 个 元 素 , 在 其 余 的 ni-1 个 元 素 之 中 继续 寻找 第 k 小 的 元 素 , 这 时 ,除了 调用 函数 
split 所 执行 的 n 次 元 素 的 比较 操作 之 外 , 还 需要 执行 Con -i-1D 次 元 素 的 比较 操作 ; 如果 
i>k-1， 那 么 就 抛弃 后 面 的 序号 为 i,i+1,…,n -1 等 总 共 n-i 个 元 素 ， 在 前 面 的 i 个 元 素 之 中 
寻找 第 k 小 的 元 素 ， 这 时 ， 除 了 调用 函数 split 所 执行 的 n 次 元 素 的 比较 操作 之 外 ， 还 需要 































































































































人 me ma 
GO - 
执行 CG) 次 元 素 的 比较 操作 。 


因此 ， 算 法 所 执行 的 元 素 比较 的 期 望 次 数 为 
C=nt Sc-iD+S ce) 














=m+ 一 也 cO+Sce) 


i=n—k+1 
ji ( co 伶 
i=n-k+l 
和 n+ 一 1 me S 之 corco| 
又 由 于 C(n) 是 关于 自 变 量 n 的 非 降 函 数 ， Rg 2] 时， 表达 式 








p> CoS co 的 值 达 到 最 大 。 因 此 


Ca 二 a4 工 








8 总 . 2 
J [= = 
NY Shi) _ /Dm 
n 及 六 
n+ 人 -昌国 2) 


ed st i 4 
三 站 二 天 = sh 
2 8 


an LO 
n 





=4*n 一 2 入 4*n 
由 此 , 我 们 不 难得 出 以 下 结论 , 当 输 入 的 数据 规模 为 n 时 , 随机 化 选择 算法 select_random 
所 执行 的 元 素 比较 的 期 望 次 数 小 于 4+n， 因 此 ， 算 法 6.2 的 期 望 计算 时 间 复 杂 度 为 @(n) 。 
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6.3 ” 拉 斯 维 加 斯 算法 


谢 伍德 类 型 的 随机 化 算法 消除 了 算法 的 不 同 输入 实例 对 于 算法 性 能 的 影响 。 对 于 所 有 
的 输入 实例 而 言 ， 它 的 运行 时 间 相对 来 讲 比较 平均 ， 并 且 计 算 时 间 复 杂 度 与 原来 的 确定 性 
算法 的 计算 时 间 复 杂 度 在 同一 个 数量 级 上 。 而 拉 斯 维 加 斯 算法 则 是 另 一 种 随机 化 算 
法 ， 它 有 时 运行 成 功 ， 有 时 运行 失败 。 因 此 ， 在 使 用 拉 斯 维 加 斯 算法 求解 上 需要 对 
于 同一 个 实例 反复 地 运行 ， 直 到 成 功 地 得 到 问题 的 解 为 止 。 ya 

不 妨 假定 ,“BOOL las_vegas(P(x))” 是 求解 问题 P 的 某 个 实例 
序 运行 成 功 时 ， 它 的 返回 值 为 TRUE; 当 程 序 运行 失败 时 ， 它 的 
拉 斯 维 加 斯 算法 反复 地 运行 下 面 的 代码 段 “while(!las_veg 
TRUE 为 止 。 假 定 p(x) 是 对 于 输入 实例 x 成 功 地 运行 “ 









代码 段 ， 当 程 


直到 运行 成 功 返回 值 
概率， 为 了 使 得 以 上 
0 。 即 如 果 存 在 着 一 个 
正常 数 e > 0 ， 使 得 对 于 问题 P 的 所 有 实例 x， 都 么 就 可 以 认为 这 个 拉 斯 维 


加 斯 算法 是 正确 的 。 由 于 p(x) 三， 因此 ， 失 。 如 果 连 续 运行 上 述 的 
拉 斯 维 加 斯 算法 k 次 ， 就 可 以 将 失败 的 概率 ed 分 大 时 ， 即 当 运 行 
算法 的 次 数 非常 多 的 时 候 ，(1 一 ae)" 就 会 趋 近 od 有 足够 多 的 时 间 运 行 以 
上 的 代码 段 ， 总 可 以 得 到 原 问题 的 解 》 

如 果 我 们 将 s(x) 记 为 成 功 地 运行 实例 % 和 间 ， 将 u(x) 记 为 失败 地 运行 实 


例 x 所 耗费 的 平均 时 间 ，p(x) 运行 那么 总 的 平均 耗费 时 间 T(x) 的 表达 式 

































就 是 
D2 (x)=p ) Lp) ud) 
因此 ， 拉 斯 维 加 5 叶 间 工 (x) 的 表达 式 如 下 : 
T(x) = (p(x)*s(X)+(1 一 p(x))*u(x))1p(x) 
1L= PC 


2 二 可 区 i u(x) 
ne 匹配 问题 进一步 地 说 明 如 何 将 拉 斯 维 加 斯 算法 


求解 的 过 程 中 ， 以 达到 提高 求解 的 效率 。 
字 笠 串 匹 配 问 题 是 这 样 描述 的 ， 给 定 两 个 长 度 分 别 为 n 和 m 的 字符 串 S 和 Pa>m)， 
判断 字符 串 S 中 是 否 包 含有 与 字符 串 P 相 匹 配 的 子 串 。 这 个 匹配 过 程 称 为 字符 串 匹配 。 字 
符 串 匹配 实际 上 就 是 模式 匹配 的 一 种 特殊 的 形式 。 有 时 ， 将 字符 串 S 称 为 正文 ， 将 字符 串 
P 称 为 模式 。 字 符 串 匹配 的 一 个 最 简单 的 方法 就 是 ， 首 先 在 正文 S 中 设置 一 个 长 度 为 m 的 
窗口 ， 然 后 逐个 字符 地 检查 位 于 窗口 中 的 子 串 是 否 与 模式 P 相 匹 配 。 开 始 时 ， 窗 口 位 于 正 
文 $ 的 最 左边 的 初始 位 置 ， 然 后 逐个 字符 地 向 右 移动 窗口 ， 直 到 窗口 位 于 正文 S 的 最 右边 
为 止 。 不 难 发 现 ， 检 查 窗口 中 的 子 串 是 否 与 模式 P 匹配 需要 执行 m 次 比较 操作 。 由 于 窗口 
的 移动 次 数 最 多 为 n-m 次 。 因 此 ， 需 要 比较 的 总 次 数 为 m*(n-m+1)=@(m*n) 。 
另 一 种 字符 串 匹 配 算法 称 为 RK(Rabin-Karp) 算 法 ， 其 思想 方法 就 是 对 窗口 中 的 子囊 和 
模式 P 都 赋予 一 个 Hash 函数 ， 只 有 在 窗口 中 的 子 串 的 Hash 函数 值 与 模式 P 的 Hash 函数 


了 
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值 相等 时 ， 才 检查 窗口 中 的 子 串 是 否 与 模式 P 相 匹 配 ， 否 则 ， 就 不 进行 检查 ， 直 接 移 动 到 

下 一 个 窗口 。 这 样 一 来 ， 就 可 以 极 大 地 提高 检查 字符 串 匹 配 的 速度 。 

假定 正文 $ 与 模式 P 中 出 现 的 字符 集 为 了 ={a6,al,…,a, 1}， 其 中 ,b=| 二 |。 令 自然 数 集 

Ne={0,1,…,b 一 二 ， 函 数 ch: 一 No 为 ch(a)=i。 令 S=sis,…s,，P=pip;…p,s， 窗 口中 

的 子 串 Wi =siwsi2…Siwmsi=0,1,…,n 一 m 。 这 样 ， 如 果 我 们 将 字符 串 中 的 每 一 个 字符 都 
函数 ch 映射 成 为 0 一 (b- 的 正 交 下 那么 模式 P 及 窗口 中 的 子 串 可 以 表示 成 为 以 b 为 其 基 

底 的 ， 并 且 具 有 m 位 数字 的 b 进 制 数 。 例 如 ， 模 式 P 的 b 进 制 数 p 可 以 进 和 表示 : 







































p=yiy:…yn = Dye = b) +y) b+ +t ya) by 





其 中 ，y =h(p)i=12…m。 同 更， 在 窗口 中 的 子囊 W,, 的 ,可 以 表示 为 
i # bk (Geib) + 0) * b+ A x 
k=itl 
其 中 ，x =ch(8 .i=12.…n 。 则 对 于 窗口 中 的 子 SS 制 数 wii， 应 有 以 下 的 
地 推 关系 式 : 
Winz = (Wi — AR 


此 时 ， 我 们 引入 Hash 函数 如 下 : 
h 





其 中 ，g 是 关 个 克 分 大 (多 大 
的 Hash 函数 h(w;,)， 应 we 递 推 
wo -x Ni ea 


因此 ， 我 们 可 以 人 

算法 6.3 字符 

输入 : 存放 正 i 正文 字符 串 的 长 度 n， 模 式 字符 串 数组 P[ ]， 模 式 
六 出 : 与 全 放 本 角子 吕 在 正文 中 的 起 始 位 轩 loc 

1 latch(char S[],long n,char Pl[],long m,long &loc,long 9q) 


| long b=BASE; /* 字 符 集 世 的 字符 数目 */ 
入 全 long i; 


口 a Wi 的 b 进 制 数 wi,， 























Tong J 

A long k; 

long w=0; 

8 long p=0; 

上 long x=1; 

0; for (i=0;i<m-1;i++) /* 计 算 bm-1% q*/ 
i x= (Xx*b)%q; 

Lo for (i=0;i<m;i++) 

J w=(w*btch (S[i]))%q; ”/* 第 一 个 窗口 子 串 的 Hash 值 */ 
hy for (i=0;i<m;i++) 

15. p=(p*btch (P[i]))%q; ”/* 模 式 串 的 Hash 值 */ 
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6 i=0; 

Lm loc=-1} 

bE 人 while((i<n-m) gg (loc==-1)) { 

19. if (w==p) { /* 判 断 模 式 串 的 Bash 值 是 否 相 等 */ 

20. for (k=0; k<m; k++) /* 如 果 Hash 值 相等 ， 那 么 就 检查 是 否 匹 配 */ 
2 到 if(S[i+k] !=P[k] 

人 break; 

3 if (k>=m) /* 如 果 模式 串 全 部 检查 完毕 , 那么 串 匹配 */ 
4 loc=i; /* 否 则 ,不 进行 匹配 */ 

2 } 

26. w=( (w-S [i]*x)*b+S [itm])$q;  /* 计 算 下 一 个 窗口 sh 值 */ 
2 

ES 


为 6(m); 第 12 一 
ch(S[i) 的 主要 功能 就 是 
。 因 此 ， 计 算 正 文 的 第 一 个 


为 @(m)。 第 14~15 行 主要 计 

pS (Cm) 。 
em 种 Hash 值 相同 的 窗口 
计算 下 一 个 窗口 子 串 的 Hash 值 ， 
Hash 值 都 与 模式 串 的 Hash 


jh， 这 样 执行 while 循环 所 花费 的 
去 的 计算 时 间 复 杂 度 为 O(n+m) ; 如果 





子 串 ， 这 个 循环 的 循环 体 最 多 执行 ns 
只 需要 消耗 的 计算 时 间 复 杂 度 为 @(1)w 


值 不 相同 ， 那 么 第 20 RS 居 水 
计算 时 间 复杂 度 为 Oon) ， 此 时 耻 个 学 和 
存在 着 一 个 与 模式 串 的 百 ash 值 相同 的 目 在 for 循环 的 进一步 检查 中 ， 该 子 串 
与 模式 串 进行 匹配 ， 岂 地 /fp 锯 环 的 要 @(m) 的 时 间 复 杂 度 ， 因 此 ， 在 这 种 情况 
下 ， 整 个 字符 串 匹配 算 涉 的 计算 时 间 复 杀 度 仍 为 On + m) 。 
ash 值 与 模式 串 的 Hash 值 相 同 ， 并 不 能 确保 这 两 个 字符 串 一 定 匹 
ash 值 相同 而 字符 串 不 匹配 ， 那 么 算法 的 执行 仍然 可 能 需要 On*m) 的 
当 P#Wi， 并 且 h(p) = h(wi) 时 ， 就 将 出 现 这 种 情况 ， 并 将 这 种 情况 称 为 
所 选用 的 素数 q 整 除 P-Wi 所 引起 的 。 如 果 对 于 所 有 的 i=12…,n-m， 
上 昌 现 了 凹面 这 样 的 假 匹配 ， 那 么 就 只 有 当 所 选用 的 素数 q 可 以 整除 下 式 时 才 有 可 能 : 
=I lip-w) 
然而 ,，p 与 w; 都 是 具有 m 位 数字 的 b 进 制 数 , 因此 ，r<(b")" =bm 。 我们 可 以 令 x(n) 
是 小 于 mn 的 不 同 的 素数 个 数 ， 已 知 x(n) 渐 近 于 n/Inn 。 如 果 令 b=64， 那 么 整除 以 上 的 式 子 
的 素数 的 个 数 不 会 超过 r(6m*n) 。 不 妨 令 R=12*m*n* ， 小 于 R 的 不 同 素数 个 数 有 
x(12m*n?) 个 。 考 虑 到 以 下 的 关系 式 : 
n(6m*n) 、 6m*n In(l2m*n’) 1 Inl2m*n’) 
An(2m*n) In(6m*n) l2m*n’ 2n In(6m*n) 
1 In(6m*n)’ 1 2In(6m*n) 1 
2n In(6m*n) 2n In(6m*n) nn 
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No 随机 化 算法 
6 、 一 一 


上 面 的 这 个 式 子 表明 ， 如 果 在 小 于 R 的 素数 集合 中 ， 随 机 地 选择 素数 q， 那 么 就 会 出 
现 假 匹 配 的 概率 将 小 于 ln。 这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 使 用 随机 化 算法 9.4 来 实现 字符 串 的 匹 
配 过 程 。 

算法 6.4 ”字符 串 匹 配 的 随机 化 算法 

输入 : 正文 字符 串 的 数组 S[ ]， 正 文字 符 串 的 长 度 n， 模 式 字 符 串 数组 P[ ]， 模 式 字符 


串 长 度 m， 小 于 R 的 素数 数组 R[ ] 
输出 : 与 P 相 匹配 的 子 串 在 正文 中 的 起 始 位 置 loc 
P[],1ofg ym, &loc, 


1. void match random(char S[],long n,char 







































long R[]) 
-| 
3 long q; 
4. random seed(0); 
5. q=random (1, num); /: 数 | 的 元 素数 目 */ 
6. q=R(q); 
25 match(S[],n,P[],m,1oc,q); NS 


在 调用 函数 match 时 ， 
时 ， 最 多 增加 msnm 的 








出 现 假 匹 配 的 概率 小 于 ln， 从 而 当 执 和 中 
时 间 。 因 此 ， 这 个 算法 的 计算 时 间 


Oe 并 且 这 是 在 提供 小 于 的 素 
数 集合 的 数据 下 得 到 的 。 "~ 治 是 一 愉 给 出 让 确 的 字符 串 匹 配 的 答案 。 


与 拉 斯 维 Ma 蒙特 卡 罗 随 机 化 算法 总 是 可 以 得 到 问题 的 答案 ， 

但 是 可 能 会 偶然 此 ， 我 们 可 以 假定 ， 求 解 某 个 问题 的 蒙特 卡 罗 算 
法 对 于 该 网 的 任何 实例 得 到 正确 解 的 概率 为 p， 并 且 有 1/2<p<1， 则 称 该 蒙特 卡 罗 算法 是 
以 概 ， 且 该 算法 的 优势 为 p-112。 如 果 对 于 同一 个 实例 ， 该 蒙特 卡 罗 算 法 不 会 给 
正确 答案 ， 那 么 就 称 该 蒙特 卡 罗 算 法 是 一 致 的 。 对 于 一 个 一 致 的 以 概率 p J 
罗 算 法 ,如果 重复 地 运行 这 种 算法 ， 并 且 每 一 次 运行 都 独立 地 进行 随机 地 选择 ， 
以 使 得 产生 不 正确 答案 的 概率 变 得 足够 小 。 

面 ， 我 们 举 一 个 在 数论 中 比较 经 典 的 使 用 蒙特 卡 罗 随 机 化 算法 求解 的 实例 ， 即 素数 
测试 。 之 所 以 要 举 这 个 例子 ， 是 因为 素数 的 研究 与 计算 机 软件 中 的 信息 安全 有 着 十 分 密切 
的 关系 ， 而 素数 的 测试 又 是 素数 研究 中 的 一 个 重要 的 课题 。 测 试 一 个 整数 n 是 否 为 素数 ， 

常用 的 方法 就 是 把 这 个 数 依次 除 以 从 2 开始 一 直到 Vn 的 整数 ， 如 果 余 数 为 0， 那么 就 表明 
这 个 整数 n 不 是 素数 ， 如 果 余 数 不 为 0， 那 么 就 表明 这 个 整数 n 是 素数 。 这 种 测试 素数 的 
思想 就 是 ， 寻 找 一 个 可 以 整除 整数 n 的 整数 a， 如 果 存 在 着 这 样 的 a， 那 么 整数 n 就 不 是 素 
数 ， 如 果 不 存在 这 样 的 a， 那么 整数 n 就 是 素数 。 这 个 算法 虽然 简单 ， 但 是 效率 非常 低 ， 

不 难 证 明 ， 它 是 一 个 指数 时 间 算 法 ， 而 并 非 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ， 即 随 着 数据 规模 的 增加 ， 
计算 时 间 复 杂 度 会 迅速 增 大 。 这 就 迫使 人 们 不 得 不 从 另外 的 方向 去 思考 这 一 问题 ， 试 图 证 














8. 1} 
算法 6.4 可 以 从 小 于 R 的 素数 集合 we 
mat ile 有 
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明 被 测试 的 整数 就 是 素数 。 
在 数论 中 ， 关 于 素数 的 性 质 ， 存 在 着 下 面 著名 的 费 尔 马 (Fermat) 小 定理 6.1。 
定理 6.1 如 果 正 整数 n 是 素数 ,那么 对 于 所 有 小 于 n 的 正 整 数 a, 都 有 a™! 三 1(mod n)。 
该 定理 的 证 明 从 略 ， 定 理 6.1 表明 : 如 果 存 在 正 整 数 a， 并 且 1<a<n， 使 得 am (mod n) 
和 1， 那 么 就 说 明 整 数 n 一 定 不 是 素数 。 因 此 ， 我 们 可 以 设计 一 个 计算 ar(mod n) 的 算法 
exp_mod， 然 后 我 们 可 以 根据 这 个 算法 的 计算 结果 ， 来 判定 整数 n 是 否 是 素数 的 可 能 性 。 
算法 6.5 就 是 对 于 上 述 求解 思想 的 具体 算法 描述 : 
算法 6.5 ”指数 运算 后 取 模 
输 


/ 
和 入: 正 整数 amn;， 且 m<n 
输出 :am 除 以 正 整数 n 所 得 的 余数 < 
int exp_mod(int n,int a,int m) AT 
六 
int i,c,k=0; 


int *b=new int[n]; 


while(m!=0) { * 将 mm 字 并 存放 于 数组 b [k] 中 */ 
b[k++] =mgs27 

m=m/2; 从 和 0 

: 

但 c=1; A 

Lo for (i=k-1;i>=0Ai-— 以 正 整 数 n 所 得 的 余数 */ 

Dh 放生 c=(c*c) Sn; 人 

2 if (b[k]==: ~ 

13, ca( ) sn? [ 

Ma } 和 A 

15» dejete 2 


turn cc; 


6.5 分 为 两 个 部 分 ,第 5~8 行 执行 的 主要 功能 就 是 将 m 转换 成 为 二 进 制 数字 ， 
并 且 存 予 数组 p 中 ， 第 9 一 14 行 执行 的 主要 功能 是 求 数 的 平方 ， 并 且 根据 数组 b 的 对 应 


的 二 进 制 数值 ， 将 乘 以 a。 每 一 次 求 平 方 或 者 求 乘积 之 后 ， 就 需要 对 正 整数 n 取 模 ， 

















oaumwwNm 












先 计算 am"， 最 后 再 对 正 整数 n 取 模 。 不 难 发 现 ， 运 行 这 两 部 分 代码 段 所 需要 的 计 
相间 复杂 度 均 为 8@(logm) 。 又 由 于 m<n, 因此 这 个 算法 6.5 的 计算 时 间 复 杂 度 为 @(logn) 。 

进而 ， 我 们 可 以 使 用 算法 6.6 来 测试 正 整数 n 是 否 为 素数 。 

算法 6.6 素数 测试 的 一 种 算法 

输入 : 正 整 数 n 

输出 :如 果 整 数 n 为 素数 ,那么 就 返回 TRUE; 如 果 整 数 n 不 为 素数 , 那么 就 返回 FALSE 
































1. BOOL Prime_testl(int n) 

六" 

3 if (exp mod(n,2,n-1)==1) 

4 return TRUE; /* 是 素数 或 者 伪 素 数 */ 


-| 
i 6 章 随机 化 和 法 
© ES 


5. else 
6 return FALSE; /* 不 是 素数 */ 
Rae 


算法 6.6 的 主要 功能 是 判断 条 件 2" 二 1(mod n) 是 否 成 立 ， 如 果 不 成 立 ， 那 么 就 说 明 整 
数 n 一 定 不 是 素数 。 但 是 ， 如 果 成 立 ， 并 不 能 排除 整数 n 不 是 素数 的 可 能 性 。 这 是 由 于 费 
尔 马 小 定理 仅仅 只 是 判断 素数 的 必要 条 件 ， 而 并 非 是 判断 素数 的 充分 条 件 ， a 


























并 非 是 真 命题 。 例 如 ， 在 4 一 2000 的 所 有 合 数 中 ， 有 341,561,645,1105,1387 5 等 合 
数 都 满足 2 三 1(mod n) 的 条 件 。 Da 






事实 上 ， 有 相当 多 的 合 数 n 存在 着 整数 a， 使 得 a™ 二 1(mod n) 将 这 样 的 合 数 称 
为 Carmichael 数 。 然 而 当 一 个 合 数 n 相对 于 基数 a 满足 定理 9.1 时， 整数 n 是 以 a 为 
基数 的 伪 素 数 。 因 此 ， 改 善 算法 6.6 的 另 一 种 方法 就 是 在 2~n<2 的 所 有 整数 中 随机 地 选择 












一 个 数 作为 基数 。 尽 管 如 此 ， eb 和 沪 
误 ， 可 以 采用 以 下 的 二 次 探测 方法 。 ~ 
可 令 n-1=2%m， 并 且 考 察 以 下 的 测试 序列 : 


a™ (mod n),a’™ (mod n),a’'™ *° 
把 上 述 测试 序列 称 为 Miller 测试 。 关 
定理 6.2 ”如 果 正 整数 n 是 素数 ，a 是 小 于 


基 的 Miller 测试 ， 结 果 为 真 。 


证 明 ， 由 于 整数 n 是 素数 ， EN 为 3 是 
因此 ， 可 得 XS 5 
3 (a- 三 
Ne am+D=s0modnm 
整 


上 式 表明 n 为 素数 , 那么 就 必然 也 应 有 a*”" =1(mod n) 或 者 a*”" =-1(mod 
n)。 据 此 向 前 递 推 可 以 得 出 下 面 的 结论 ， 即 对 于 所 有 的 r(r=0,1,…,q), 都 应 有 a*" =1(mod 
aA d n)。 这 样 ， 我 们 就 可 以 说 明正 整数 n 对 于 以 a 为 基 的 Miller 测试 ， 其 


。 为 了 减少 这 种 错 
就 必然 是 偶数 。 因 此 ， 


ee 


的 正 整数 ， 根 据 定理 9.1， 有 


























和 ~ 
















结果 为 真一 
定理 如 果 正 整数 n 是 合 数 ，a 是 小 于 整数 n 的 正 整数 ， 那 么 n 对 于 以 正 整 数 a 为 
er 测试 ， 结 果 为 真 的 概率 小 于 或 者 等 于 25%。 

头 上 的 定理 6.3 表明 : Miller 测试 将 Carmichael 数 当成 为 素数 处 理 的 错误 概率 最 多 不 会 
超过 25%。 如 果 进 一 步 增 加 测试 素数 或 者 伪 素 数 的 机 会 ,可 以 进一步 降低 发 生 错误 的 概率 。 
如 果 重 复 进行 测试 k 次 ， 那 么 就 可 以 将 错误 概率 降低 到 1/4' 。 因 此 ， 如 果 假 设 k= (logn)， 
那么 错误 的 概率 将 为 41”"| 和 1/nz 。 这样 一 来 ,这 个 算法 将 至 少 可 以 以 1-1/n? 的 概率 给 出 
正确 的 答案 。 并 且 当 n 足够 大 时 ， 可 以 认为 Miller 测试 是 完全 可 以 信赖 的 。 因 此， 算法 6.6 
可 以 修改 成 为 算法 6.7 的 形式 。 

算法 6.7 随机 化 素数 测试 算法 (蒙特 卡 罗 算法 ) 
输入 : 正 整 数 n 
输出 :如 果 整 数 n 为 素数 ,那么 就 返回 TRUE; 如 果 整 数 n 不 为 素数 ,那么 就 返回 FALSE 
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BOOL prime test(int n) 
int i,j,x,a,m,k,q=0; 
m=n-1; 


while (ms2==0) { /* 计 算 n-1=2qm 的 gq 与 m*/ 
m=m/2; 





1 

2 

3 

4 

5 k=10g (n); 
6 

8 qt+? 
9 

出 


- } 
0 random_ seed (0); 
i for (j=0;j<=k;j++) { 
L232 a=random (2,n-2); 
3 x=exp_mod (n,a,m); 
14. if (x!=1) 
5 return FALSE; 素数 */ 
16. else { 
7 for (i=0;i<q;i++) { 2 


18 if (x!=(n-1)) > 

19. return FALSE 从 

20% X= (Xx*x) Gn; 3 
21. } XXX 
22， } 






235 h， 一 
24 return Xx> ~ /* 是 素数 */ 
2 3 | 
算法 6.7 的 计算 时 间 复杂 度 可 以 按照 下 面 的 方式 来 进行 估计 : 假定 第 4 行 、 第 5 行 、 





第 10 行 及 第 1 信行 需要 耗费 的 计算 时 间 复 杂 度 为 00) ;从 第 6 行 开始 至 第 9 行 结束 需要 耗 
费 的 计算 时 间 复 杂 度 为 G6(logm) = O(logn) ; 不 难 发 现 ， 从 第 11 行 开始 的 for 循环 的 循环 体 
次 


Wr 中 , 在 循环 体 中 的 第 13 行 需要 消耗 的 时 间 开销 为 O(logn); 由 于 从 第 











17 行 部 for 循环 的 循环 体 需要 执行 logm 次 ,因此 ,需要 消耗 的 计算 时 间 复杂 度 为 

I$em) -Oltiogn) 。 根 据 以 上 的 分 析 ， 算 法 6.7 一 一 随机 化 素数 测试 算法 所 需要 的 计算 时 
了 站 为 O05 -logm ， 如 果 考 上 到 数 据 损人 到 分 大 时 ， 那么 就 应 该 使 用 大 数 和 法 
进行 计算 ， 由 于 在 每 一 次 大 整数 相 乘 的 过 程 中 ， 都 需要 OUogn*logn) 的 时 间 开销 ， 因 此 ， 
当 数 据 规模 n 充分 大 时 ， 算 法 6.7 的 计算 时 间 复 杂 度 为 O(log n) 。 



































本 章 小 结 


本 章 首 先 介绍 了 在 确定 性 算法 中 引入 随机 化 算法 的 目的 、 意 义 和 价 值 ， 然 后 介绍 了 随 
机 化 算法 的 设计 思想 、 基 本 设计 原则 和 设计 思路 ， 接 着 ， 分 别 介绍 了 随机 化 算法 的 4 种 基 
本 类 型 ， 即 数值 概率 算法 、 谢 伍德 (Sherwood) 算 法 、 拉 斯 维 加 斯 (Las Vegas) 算 法 以 及 蒙特 卡 
罗 (Monte Carlo) 算 法 ， 以 及 它们 各 自 的 特点 。 最 后 ， 简 要 介绍 了 将 后 面 的 3 种 随机 化 算法 


网 。 





应 用 于 确定 性 问题 进行 求解 的 具体 实例 ， 即 将 谢 伍德 随机 化 算法 应 用 于 快速 排序 算法 ， 将 
拉 斯 维 加 斯 算法 应 用 于 字符 串 匹 配 算法 ， 将 蒙特 卡 罗 算 法 应 用 于 素数 测试 算法 中 的 实例 ， 
并 对 其 进行 了 时 间 复 杂 度 与 空间 复杂 度 的 分 析 ， 在 分 析 的 过 程 中 与 确定 性 的 算法 进行 了 比 
较 ， 并 得 出 了 以 下 的 结论 ， 即 在 这 3 个 问题 中 ， 如 果 使 用 了 随机 化 算法 ， 在 一 定 程度 上 会 
降低 时 间 复 杂 度 及 空间 开销 。 















































































习题 与 思考 

1. [计算 r 值 问题 ] 试 使 用 数值 概率 算法 计算 圆周 率 的 近似 

2. [整数 因子 分 解 问题 ] 假 定 令 n 是 大 于 1 的 正 整数 ， 如 果 mi 不 0 (一 个 合 数 )， 
那么 就 必然 存在 着 n 的 一 个 非 平凡 因子 x， 且 1<x<n, 使 得 x 整除 。 因 此， 任意 给 
定 一 个 合 数 n， 求 其 全 部 非 平凡 因子 (使 用 随机 化 算法 ). ,并 村 间 复 杂 度 的 分 析 。 

3. [数组 的 主 元 素 问题 ] 令 数组 A 是 具有 n 个 元 素 数组 A 中 的 一 个 元 素 ， 
如 果 数 组 A 中 有 一 半 以 上 的 元 素 ( 含 正好 一 半 同 ， 就 称 x 是 数组 A 的 主 元 
素 。 例如， 在 数组 A={5,3,3,6,3,5,3} 中 ， 元 素 3 侣 | 。 现 输入 任意 数组 A， 
使 用 随机 化 算法 求 出 在 这 个 数组 中 的 全 部 主 元 球 -。 训 i 度 的 分 析 。 

4. [n 皇后 问题 ] 在 n*n 格 的 棋盘 上 放置 着 彼此 : 皇后 。 按 照 国际 象棋 的 
规则 ， 皇 后 可 以 攻击 与 之 处 于 同一 和 线 上 的 棋子 。n 皇后 实际 上 等 





后 不 能 放 在 同一 行 或 者 同一 列 
对 其 进行 时 间 复 杂 度 的 分 析 。 


价 于 在 nyn 格 的 棋盘 上 放置 n 个 
或 者 同一 条 斜 线 上 。 试 用 拉 斯 乡 
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图 论 与 网 络 流 问题 


(1) 理解 图 的 遍历 的 基本 概念 ; 

(2) 理解 网 络 以 及 网 络 的 最 大 流量 的 基本 概念 ; 

(3) 理解 图 的 匹配 以 及 二 部 图 的 最 大 匹配 的 基本 概念 

(4) 掌握 图 的 深度 优先 搜索 遍历 算法 与 图 的 广度 优先 搜索 算法 
(5) 掌握 两 种 最 基本 的 求解 网 络 的 最 大 流量 的 算法 ; 

(6) 掌握 求解 二 部 图 的 最 大 匹配 的 忽 牙 利 树 算 法 。 


| 图 的 遍 态 委 法 









图 的 译 度 名 先 搜索 沉 历 算法 
图 的 广度 优先 搜索 遍历 算法 











无 向 图 的 割 点 





























可 有 疝 图 的 强 连 通 分 支 

区 

再 最 大 容量 扩展 算法 
半 

中 最 短路 径 扩 展 算法 


本 章 的 重点 在 于 掌握 深度 优先 搜索 遍历 算法 (DFSA) 及 广度 优先 搜索 遍历 算法 (BFSA) 
的 基本 设计 思想 和 设计 方法 ， 理 解 并 掌握 两 个 图 论 中 的 基本 算法 的 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 
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度 进 行 分 析 的 方法 ， 理 解 网 络 与 网 络 的 最 大 流量 这 两 个 基本 概念 ， 掌 握 两 种 求解 网 络 的 最 
大 流量 的 最 基本 的 算法 ， 即 最 大 容量 扩展 算法 与 最 短路 径 扩展 算法 的 基本 设计 思想 和 设计 
方法 ， 并 能 熟练 掌握 对 这 两 个 算法 的 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 的 分 析 ; 理解 图 的 匹配 以 及 
二 部 图 的 最 大 匹配 的 基本 概念 ， 掌握 求解 二 部 图 的 最 大 匹配 的 匈牙利 树 算法 的 基本 设计 思 
想 和 设计 方法 ， 并 能 熟练 掌握 关于 匈牙利 树 算法 的 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 的 分 析 方 法 。 


本 章 最 重要 的 概念 是 图 的 遍历 概念 ， 最 基本 的 算法 就 是 图 的 ; 
图 的 广度 优先 搜索 遍历 算法 。 因 此 ， 在 本 章 中 ， 首 先 介绍 了 图 



















































































际 问 题 分 别 是 网 络 的 最 大 流量 问题 及 二 部 图 的 最 大 匹配 问题 。\ 龙 网 络 的 最 大 流量 
问题 进行 算法 设计 的 过 程 中 ， 我 们 使 用 了 两 种 不 同 NE 扩展 算法 与 最 短路 
径 扩 展 算法 。 这 两 种 算法 的 差别 恰恰 体现 在 分 别 使 用 当 图 的 两 种 : 同 的 搜索 亿 历 算法， 
一 个 使 用 的 是 深度 优先 搜索 遍历 算法 ， 而 另 s ;个 则 使 用 节 索 遍 历 算法 ， 而 对 





于 求解 二 部 图 的 最 大 匹配 问题 ， 在 本 章 Ll 你 为 匈牙利 树 算法 ， 可 
是 在 使 用 这 个 算法 求解 问题 时 ， 仍 然 ; 搜索 因此 ， 细 心 的 读 
者 一 定 会 问 ， 有 没有 一 种 调用 图 的 匹配 问题 的 算法 
呢 ? 读者 可 以 思考 一 。 络 的 最 大 流量 的 算法 及 求解 二 部 
图 的 最 大 匹配 i 度 的 分 析 。 




















> 法。 必 i 了 图 的 最 短路 全 问题 、 最 小 生成 和 间 
十 洁 。 在 兴 二 之 中 门将 继续 讨 1 网 络 的 其 他 一 些 问 题 ， 主 要 包括 图 的 遍历 问题 、 














加 求解 的 需求 出 发 ， 网 络 流 问题 可 以 分 为 。 网 络 最 大 流 问题 、 流 量 有 上 下 界 网 络 的 
流 和 最 小 流 ， 最 小 费用 最 大 流 、 流 量 有 上 下 界 网 络 的 最 小 费用 最 大 流 ， 等 等 。 网 络 流 算法 
求解 其 他 一 些 图 论 问题 的 基础 ， 如 求解 图 的 结 点 连通 度 和 边 连通 度 、 匹 配 问 题 等 。 














7.1 图 的 遍历 








图 的 遍历 就 是 从 图 的 某 个 结 点 出 发 ， 沿 着 与 此 结 点 相关 联 的 边 ， 依 次 访问 该 图 中 的 所 
有 结 点 一 次 且 仅 一 次 。 图 的 遍历 通常 存在 两 种 方法 ; 深度 优先 搜索 遍历 算法 与 广度 优先 搜 
索 遍 历 算法 ， 在 本 节 中 ， 我 们 主要 叙述 图 的 这 两 种 人 遍历 方法 及 其 应 用 。 


7.1.1 图 的 深度 优先 搜索 遍历 算法 
的 深度 优先 搜索 (depth first search，DFS) 遍 历 类 似 于 树 的 前 序 遍 历 。 我 们 可 以 令 图 
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G=(VBE) 是 一 个 无 向 图 或 者 有 向 图 。 并 且 在 初始 时 刻 ， 图 G 中 的 全 部 结 点 都 未 曾 被 访问 过 ， 
这 样 ， 我 们 就 从 该 图 G 的 结 点 集 V 中 任意 选取 一 个 结 点 ， 不 妨 设 其 为 结 点 u， 并 以 结 点 
作为 起 始 出 发 点 ， 这 样 一 来 ， 深 度 优先 搜索 遍历 过 程 就 可 以 按照 以 下 的 方式 进行 描述 ; 访 
问 出 发 点 u， 并 且 将 其 标记 为 访问 过 ， 然 后 从 此 结 点 u 出 发 ， 依 次 搜索 与 该 结 点 u 的 每 一 
个 邻接 结 点 v， 如 果 结 点 v 没有 被 访问 过 ， 就 将 结 点 v 作为 新 的 起 始 出 发 点 ， 按 照 以 上 相 
同 的 方式 继续 进行 深度 优先 搜索 遍历 。 
从 以 上 的 深度 优先 搜索 过 程 的 描述 中 ， 不 难 发 现 ， 这 个 搜索 (遍历 ) 过 和 
它 尽 可 能 地 朝 着 前 方 (深度 所 指示 的 方向 ) 进 行 搜索 ， 当 搜索 过 程 经 过 某 个 
该 结 点 的 所 有 邻接 结 点 都 已 被 访问 过 ， 然 后 再 进行 回溯 ， 因 此 称 为 ; 
如 ， 我 们 不 妨 假定 结 点 u 是 刚刚 被 访问 过 的 结 点 ， 这 样 ， 我 们 就 结 点 忆 出 发 ， 选 择 


条 未 经 搜索 过 的 边 (uv)， 如 果 结 点 v 已 经 被 访问 过 ， 那 么 就 重新 从 结 点 u 出 发 ， 再 选择 
另外 一 条 没有 经 过 搜索 的 边 (u,w)， 如 果 结 点 w 尚未 经 过 访 i 索 路 径 就 应 由 结 点 u 


到 达 结 点 w。 这 样 ， 我 们 就 访问 结 点 w， 并 且 将 w 结 点 标记 ; 访问 过 的 结 点 。 接 下 来 ， 
我 们 将 从 w 结 点 出 发 ， 依 次 搜索 与 结 点 w 相关 联 索 过 程 一 直 递 归 地 重复 ， 搜 
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路 径 就 一 直 向 前 延伸 。 当 与 结 点 w 相关 联 的 所 有 的 完毕 ， 就 可 以 回 淹 弄 
结 点 u， 并 且 继 续 从 结 点 u 出 发 ， 选 择 一 条 未 经 搜索 过 的 二 个 方向 进行 搜索 。 
如 果 与 结 点 u 相关 联 的 所 有 边 也 已 经 搜 ES 回溯 到 结 点 u 之 前 
结 点 。 如 果 u 结 点 本 身 就 是 起 始 出 发 点 x< 那 么 就 先 搜索 过 程 执行 完毕 。 

此 ， 我 们 在 整个 搜索 过 程 中 建立 树 ， 本 身 就 是 起 始 出 发 点 ， 那 么 
此 结 点 就 是 这 个 生成 树 的 根 结 点 。 

如 果 给 定 的 图 G 是 一 个 连 ; 该 图 GY 中 的 任意 一 个 结 点 出 发 , 可 以 按照 上 面 
的 搜索 过 程 依次 遍历 图 .G 目 的 点 S 如 果 图 G 是 非 连通 图 ,那么 从 该 图 的 任意 结 点 出 
发 进行 搜索 ， 只 能 访 该 结 点 路 的 所 有 结 点 ， 如 果 要 访问 与 该 结 点 没有 通路 





其 他 结 点 , 那么 就 需要 从 该 图 G 的 未 被 访问 过 的 其 他 结 点 中 , 寻找 一 个 结 点 继续 进行 搜索 。 
为 了 方便 门 不 妨 将 图 G 中 的 结 点 用 数字 进行 编号 。 这 样 ， 就 令 图 G 的 结 点 集 
mx 六“ 十。 下 面 , 我 们 使 用 图 的 邻接 表 来 表示 图 G 中 各 个 结 点 及 其 与 关联 边 之 


s | adj list { /* 邻 接 表 结 点 的 数据 结构 */ 


NS es /+ 邻接 结 点 的 编号 */ 
struct adj list *next; /* 下 一 个 邻接 结 点 */ 


be 
typedef struct adj list NODE; 





















NODE node[n]; /* 图 的 邻接 表 */ 
另外 ， 我 们 接着 定义 以 下 的 两 个 数组 ， 来 登记 各 个 结 点 在 搜索 遍历 过 程 中 被 访问 的 顺 
序号 ; 
int prin[n]; /* 相 应 结 点 的 先 序 遍 历 的 顺序 号 */ 
int postn[n]; /* 相 应 结 点 的 后 序 遍 历 的 顺序 号 */ 
int tra[n]7 /* 按 照 遍 历 顺 序 存 放 的 结 点 顺序 号 */ 


@r 
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其 中 , 数组 tra 是 按照 遍历 顺序 存放 被 遍历 结 点 的 顺序 号 。 由 于 深度 优先 搜索 遍历 过 程 
是 一 个 递归 过 程 ， 因 此 ， 实 现 深 度 优 先 搜 索 遍 历 的 算法 也 可 以 运用 递归 算法 进行 描述 。 这 
样 一 来 ， 深 度 优先 搜索 遍历 算法 的 步骤 可 以 描述 如 下 : 

(1) 将 所 有 结 点 标记 为 未 访问 过 。 

(2) 令 i=0。 

(3) 如 果 结 点 i 未 曾 被 访问 过 ， 那 么 就 调用 函数 dfs(i)， 进 行 深度 优先 搜索 过 程 。 

(4) i: =it1; 当 i 小 于 n 时 ， 转 步骤 (3); 当 i 大 于 等 于 n 时 ， 算 法 结束 

而 对 于 函数 dfs(i)， 实 现 步 又 叙述 如 下 : 

(1) 将 结 点 i 标记 为 已 经 访问 过 ; 使 指针 p 初始 化 为 结 点 i 的 邻 元 素 。 

(2) 如 果 指针 p 为 空 指针 ， 则 dfs 函数 的 执行 过 程 结 束 ; 如 果 指 非 空 指针 ， 则 取 
该 指针 所 指向 的 元 素 ， 同 时 ， 令 该 结 点 的 编号 为 v。 



























(3) 如 果 结 点 v 已 经 被 访问 过 ， 那 么 就 不 进行 处 理 ; 如 Vv 不 曾 被 访问 过 ， 就 调 
用 函数 dfs(v)。 

(4) 使 指针 p 指向 下 一 个 邻接 结 点 ， 然 后 转 步 又 (2)3 

这 样 一 来 ， 图 G 的 深度 优先 搜索 遍历 算法 可 b 法 马上 的 形式 。 

















算法 7.1 图 的 深度 优先 搜索 遍历 算法 ~ 


输入 图 的 邻接 表 node[ ]， 图 的 结 点 数 自 和 0X 
]， 司 序 ; postn[ ]， 按 照 遍历 顺序 存 


输出 : 相应 结 点 的 先 序 遍历 顺 

放 的 结 点 顺序 号 tra[ ] 
1. void traver dfs ode[ nt prin[],int post[],int tra[]) 
2 第 和 
x int 把 [ 
de int ? 
5, i P ; 
石 。 
7。 

7 P 项 fdn=07 

estar 
1 


















| count=0; 
NG for (i=0;i<n;i++) 
你 12% a[i]=FALSE; 
3 for (i=0;i<n;it++) 
14. if(!la[li]) 
i dfs(i,node,n,prin,postn,a,prifdn,postfdn, tra, count); 
6 delete a; 
17. 小 


18. void dfs (int v,NODE node[],int n,int prin[],int postn[],BOOL a[],int 


&prifdn,int gpostfdn,int tra[],int &count) 


95 { 
20. NODE *p; 
21, a[lv]=TRUE; 
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22. tra[count++]=V7 

> prin[v]=++prifdn; 

24. p=node[v] .next; 

5 while(P!=NULL) { 

26. if(la[p->v]) 

235 dfs (p->v,node,n,prin,postn,a,prifdn,postfdn,tra, count); 
28- p=p->next; 

人 } 




















30 postn[v]=++postfdn; 
sa < 
算法 7.1 使 用 了 一 个 布尔 数组 a 作为 结 点 是 否 被 访问 过 的 i 度 优先 搜索 遍历 
的 过 程 中 ， 我 们 使 用 数组 prin 记录 结 点 的 先 序 遍 历 顺序 号 组 postn 记录 结 点 的 后 


点 顺序 号 。 起 始 时 ， 将 布尔 


均 未 被 访问 过 。 与 此 同时 ， 将 
遍历 过 程 中 ， 这 两 个 计数 器 



















数组 a 中 的 所 有 元 素 的 初 值 设置 为 FALSE， 表 示 所 
计数 器 prifdn 及 其 计数 器 postfdn 初始 化 为 0。 在 深 





既 用 于 对 被 访问 过 的 结 点 进行 计数 ， 同 时 ， 也 用 它们 问 的 结 点 的 先 序 遍 历 顺 
序号 和 后 序 遍历 顺序 号 。 然 后 ， 从 结 索 遍 历 。 如果 图 G 
是 连通 图 ， 那 么 从 初始 结 点 0 出 发 ， 依 次 页 以 避 历 完 图 点 ; 如 果 图 G 是 非 连通 














的 ， 那 么 就 只 能 遍历 该 图 G 中 的 一 
可 到 算法 7.1 的 第 13 行 的 循环 语 内 余 结 点 进行 搜索 遍历 。 

当 搜 索 遍 历 过 程 结束 时 ， i 的 结 点 到 其 他 的 通过 搜索 过 程 可 以 到 达 
的 全 部 结 点 ， 构 成 了 一 棵 树 ， 搜索 才 历 生成 树 。 其 中 ， 起 始 出 发 的 结 点 即 是 


根 结 点 到 结 点 w 的 路 径 上 的 一 个 结 点 ， 就 


这 棵 生成 树 的 根 结 点 -如果 结 点 
5 续 点 ; 结 结 点 v 的 子孙 结 点 。 如 果 从 起 始 结 点 进行 搜索 遍 


称 结 点 v 为 结 点 w 的 点 点 
历 ， 不 能 到 达 其 点 ( 非 连通 图 的 情况 )， 那 么 搜索 的 结果 将 会 产生 若干 棵 深度 优先 


搜索 遍历 生成 树 ， 成 了 一 个 森林 (forest)。 

根据 深度 优先 搜索 的 遍历 过 程 ， 我 们 可 以 对 于 图 G 中 的 所 有 的 边 进行 分 类 。 不 妨 令 
G=(V, 个 无 向 图 ， 则 边 集合 E 中 的 所 有 边 ,根据 遍历 的 结果 ， 可 以 划分 为 以 下 的 两 种 
型 ;了 其 一 被 称 为 树 边 (tree edges)， 即 深度 优先 搜索 遍历 生成 树 的 边 。 当 在 深度 优先 
过 程 中 ， 如 果 边 集合 E 中 的 任意 一 条 边 (uv) 是 从 结 点 u 起 始 出 发 进行 搜索 的 边 ， 并 且 
yy 未 曾 被 访问 过 ， 那 么 边 (u,v) 就 是 图 G 中 的 树 边 ， 也 是 深度 优先 搜索 遍历 生成 树 中 

条 边 ; 另 一 则 被 称 为 后 向 边 (Back Edges)， 即 其 他 的 所 有 边 。 

值得 一 提 的 是 , 图 G 的 深度 优先 搜索 生成 树 并 不 是 唯一 的 , 它 与 结 点 的 搜索 顺序 有 关 。 
同 理 ， 在 遍历 之 后 ， 边 的 类 型 也 与 搜索 的 顺序 相关 。 深 度 优先 搜索 过 程 既 可 以 按照 邻接 表 
进行 ， 也 可 以 按照 邻接 矩阵 进行 。 如 果 根据 图 G 的 邻接 表 进 行 ， 那 么 邻接 表 中 的 登记 项 的 
顺序 决定 了 遍历 之 后 边 的 类 型 ， 如 果 根 据 图 G 的 邻接 矩阵 进行 ， 那 么 结 点 编号 顺序 决定 了 
遍历 之 后 边 的 类 型 。 

现在 ， 我 们 来 对 算法 7.1 的 时 间 复 杂 度 进行 分 析 和 评估 。 不 妨 假定 图 G 中 有 nm 个 结 点 
和 m 条 边 。 那么 算法 7.1 的 第 11 行 和 第 12 行 ， 将 图 G 中 的 各 个 结 点 的 访问 访问 标记 初始 


@r 

















































Px 
Ne 7 章 图 论 与 网 络 流 问题 
6 “~— 一 


化 为 FALSE， 需 要 花费 的 计算 时 间 复 杂 度 为 G(n) 。 第 13 行 执行 的 是 for 循环 ，for 循环 的 
工作 所 花费 的 时 间 主 要 是 由 两 部 分 组 成 的 : 其 一 ， 测 试 结 点 是 否 被 访问 过 ， 总 共 需 要 耗费 
的 计算 时 间 复杂 度 为 G6(n) ; 其 二 则 是 调用 函数 dfs 进行 遍历 过 程 所 需要 花费 的 时 间 。 然 后 
根据 邻接 表 判 断 邻 接 结 点 是 否 被 访问 过 ， 而 这 一 步 的 总 次 数 ， 既 是 邻接 表 登 记 项 的 总 数目 ， 
又 是 图 G 的 总 边 数 m。 这 样 一 来 ， 在 算法 7.1 的 整个 for 循环 中 ， 用 于 函数 dfs 的 总 耗费 时 
间 就 是 @(n+m) 。 因 此 ， 算 法 7.1 所 需要 花费 的 计算 时 间 复 杂 度 为 9on +m) ， 特 别 地 ， 当 
总 边 数 m 为 On*n) 时 ， 算 法 7.1 的 计算 时 间 复 条 度 为 On*n) 。 不 难 发 现 ,办 甩 在 放 作为 
输入 使 用 的 邻接 表 需 要 的 空间 开销 为 G8(m) = On* mn) ,算法 7.1 用 于 存放 结 点 
以 及 登记 结 点 的 访问 标志 所 需要 的 工作 单元 ， 所 需要 的 空间 开销 为 AN 


7.1.2 图 的 广度 优先 搜索 遍历 算法 
的 广度 优先 搜索 (breadth first search， sep, 初始 时 ， 


图 G 中 的 所 有 结 点 均 未 曾 被 访问 过 。 这 时 ， 如 果 从 该 个 结 点 作为 起 始 出 发 点 
v， 则 图 G 的 广度 优先 搜索 的 基本 思想 就 应 是 : 首先 访 发 结 点 v， 然 后 依次 访问 所 
有 与 结 点 v 相 邻 接 的 结 点 w,w,,…,w ， 接 着 依次 i 点 WsW,,…, Wi 相 邻接 的 未 曾 


Vy 
访问 过 的 所 有 其 他 的 结 点 。 以 此 类 推 ， 直 型 4 所 有 结 点 都 已 经 全 部 
访问 完毕 为 止 。 这 种 搜索 方式 的 特点 在 于 尽 生 辣 了 搜索， 因此 称 为 广度 
访问 与 结 点 w, 相 邻 接 的 所 有 结 


优先 搜索 。 
点 ， 应 设置 一 个 先进 先 出 的 队列 站 在 访问 科 始 结 结 点 wi,w;,…,w 的 同时 ， 也 
把 wi,w2,…,w; 依次 放 入 队 时 结 点 学 的 接 结 点 处 理 完毕 以 后 ， 就 从 队 首 取 
下 结 点 w,， 在 处 理 完结 走 届 ,的 仓 接 结 点 时 。 世 将 身 结 点 w, 邻 接 的 未 曾 访问 过 的 结 点 依次 


为 了 确保 在 访问 完结 点 w 的 
放 入 队列 的 尾部 。: 处 理 完 毕 时 ， 又 从 队 首 取 下 结 点 w, ， 继 续 上 述 处 
算法 的 步骤 可 以 按照 以 下 方式 叙述 ， 







































































| 
































结 点 1 未 曾 被 访问 过 ， 那 么 就 调用 bfs(i) 函 数 ， 进 行 广度 优先 搜索 。 
4)<iw 全 ifT; 如 果 i 小 于 n， 那 么 就 转 步 骤 (3)， 如 果 i 大 于 等 于 n， 则 算法 结束 。 
而 对 手 让 度 优先 函数 bfs(i)， 其 执行 步 又 如 下 : 
结 点 i 标记 为 访问 过 ， 建 立 一 个 待 搜 索 的 元 素 ， 其 结 点 的 编号 为 i， 放 入 搜索 队 

列 的 尾部 。 

(2) 如 果 搜索 队列 为 室 ， 那 么 广度 优先 搜索 函数 运行 结束 ， 如 果 搜 索 队列 不 为 空 ， 那 
么 就 取 下 队列 的 队 首 元 素 ， 并 且 设 置 该 元 素 的 结 点 编号 为 v。 
(3) 对 于 结 点 v 的 所 有 邻接 结 点 w， 如 果 结 点 w 已 经 被 访问 过 ， 那 么 就 不 需要 做 任何 
处 理 ， 否 则 ， 将 结 点 w 标记 为 已 经 访问 过 ， 并 且 建立 一 个 待 搜索 的 元 素 ， 其 结 点 的 编号 为 
w， 并 将 其 放 入 搜索 队列 的 尾部 ;以 上 两 种 情况 ， 都 转 步 骤 (2)。 
接着 ， 我 们 使 用 以 下 的 数据 结构 来 进行 队列 操作 

typedef struct { 
NODE *head; /# 队 列 的 头 指针 #/ 
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对 于 队列 ， 可 以 定义 以 下 的 几 种 基本 操作 : 


利用 以 上 的 对 于 队列 的 操作 ， 图 的 广度 优先 搜索 遍历 算法 的 实 
进行 描述 。 

算法 7.2 图 的 广度 优先 搜索 遍历 算法 

输入 : 图 的 邻接 表 node[ ]， 图 的 结 点 数目 n 

输出 : 结 点 的 广度 优先 搜索 顺序 编号 bfn[ ] 
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30 bfn[p1->v]=count++; /* 登 记 结 点 的 遍历 顺序 编号 */ 
$1 p=new NODE; /* 建 立 一 个 待 搜索 的 队列 元 素 */ 
Ep p->v=pl->v; /* 赋 予 该 元 素 的 结 点 编号 */ 
条 35 append 0(queue,Pp) ; ”/* 将 该 元 素 放 到 搜索 队列 的 尾部 */ 
34. } 
35. pl=pl->next; /* 淮 备 处 理 下 一 个 邻接 结 点 */ 
36. 下 
hs } 
38. } 严 
如 同 深度 优先 搜索 遍历 一 样 ， 广 度 优先 搜索 遍历 也 同样 得 到 称 为 广度 优 
先 搜索 遍历 生成 树 。 遍 历 的 结果 ， 对 于 无 向 图 来 说 ， 边 可 以 是 J 边 或 者 是 交叉 边 ; 
而 对 于 有 向 图 来 说 ， 边 可 能 是 树 边 或 者 后 向 边 或 者 交叉 边 ， 出 现 前 向 边 。 
当 图 G 中 具有 nm 个 结 点 和 m 条 边 时 ， 算 法 7.2 中 的 第 7 入 8 行将 结 点 的 访问 标记 初始 
化 为 FALSE， 其 所 需要 的 计算 时 间 复 杂 度 为 @(n) 。 行 开始 的 for 循环 ， 需 要 执行 n 
个 判断 ， 总 共 需 要 花费 的 计算 时 间 复 杂 度 亦 为 @(n) 中 有 i 个 连通 分 支 ， 那 么 就 
需要 对 于 广度 优先 搜索 函数 执行 i 次 调用 ， 并 E 部 ,> 队列 的 各 项 操作 均 需 要 耗费 
的 时 间 复 杂 度 为 @() ;在 广度 优先 搜索 函数 捐 行 次 调用 过 需要 执行 n 个 结 点 
的 入 队 以 及 出 队 操作 ， 又 由 于 有 m 条 ; 心 需 邻接 结 点 的 判断 处 理工 
作 人 *n) 时， 算法 7.2 所 需要 花费 
的 计算 时 间 复 杂 度 为 On*n) 。 同 理 淹 了 存放 作为 输入 使 用 的 邻接 表 
Mele a =0 > 各 的 过 只 号 和 于 
的 访问 标 | ， 需 要 的 空间 开销 为 @(n) 。 
7.1.3 ”无 向 图 的 割 上 
定义 7.1 结 点 集合 S 是 结 点 集合 V 的 子 集 ， 如 果 删 去 结 
点 集合 S + 商 ee a 将 会 使 得 原来 的 图 G 成 为 非 连通 图 ， 
人 点 集合 是 图 G 的 点 割 集 ， 特 别 地 ， 如 果 满 足以 上 条 件 的 结 点 集合 S 中 只 有 一 
其 为 v， 就 称 此 结 点 v 为 图 G 的 割 点 (cut_nodes)。 
， 如 果 























wt 向 图 中 ， 割 点 可 能 不 止 一 个 。 如 果 图 G 是 具有 两 个 以 上 结 点 的 无 向 
与 


之 间 的 通路 必须 经 过 结 点 v， 那 么 结 点 v 就 是 图 G 的 一 个 割 点 。 这 时 ， 
结 点 v 及 与 结 点 v 相关 联 的 所 有 边 ， 将 会 使 得 图 G 成 为 非 连通 图 。 如 果 在 一 个 无 
中 没有 割 点 ， 那 么 我 们 就 称 这 样 的 连通 图 为 双 连 通 图 。 寻 找 无 向 图 的 割 点 问题 具 














着 3 个 不 同 的 结 点 ， 不 妨 令 其 为 结 点 u、 结 点 v 及 其 结 点 w， 并 且 使 得 结 点 u 


如 果 删 去 
名 连通 图 
有 广泛 的 














实际 应 用 。 例 如 ， 在 一 个 通信 网 络 中 ， 如 果 它 是 双 连 通 的 ， 并 且 其 中 一 个 结 点 发 生 了 故障 ， 








则 其 他 的 结 点 仍然 可 以 正常 通信 。 但 是 ， 如 果 这 个 通信 网 络 不 是 双 连 通 的 ， 也 就 
该 通信 网 络 中 存在 着 割 点， 并 且 一 旦 在 割 点 处 发 生 通 信 故 障 ， 那 么 必然 存在 着 一 些 
它们 之 间 是 不 能 进行 正常 通信 的 。 因 此 ， 我 们 需要 判断 在 一 个 通信 网 络 中 ， 是 
点 ， 如 果 存 在 ， 就 首先 将 它们 找 出 来 ， 然 后 对 于 每 个 割 点 增加 相关 联 的 边 ， 从 而 
通信 网 络 成 为 双 连 通 的 网 络 。 




















是 说 , 在 
些 结 点 


抽 凤 ， 


是 否 存在 着 割 


使 得 整个 


多 
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关于 图 的 割 点 ， 存 在 着 两 个 基本 的 判定 定理 ， 分 别 表述 成 定理 7.1 和 定理 7.2。 

定理 7.1 当 且 仅 当 深度 优先 搜索 树 的 根 结 点 至 少 有 两 个 以 上 的 孩子 结 点 , 此 根 结 点 就 
是 割 点 。 

定理 7.2 当 且 仅 当 在 深度 优先 搜索 树 中 , 结 点 v 的 任何 一 个 子孙 结 点 都 不 能 通过 向 后 
边 到 达 结 点 v 的 祖先 结 点 ， 则 该 结 点 v 就 是 制 点 。 

我 们 可 以 根据 对 图 G 的 深度 优先 搜索 遍历 , 利用 以 上 的 两 个 定理 来 寻找 这 个 图 G 中 的 
割 点 。 为 此 ， 在 进行 深度 优先 搜索 遍历 时 ， 对 于 图 G 中 的 任何 一 个 结 点 V 
变量 prin[v] 及 其 backn[v]。 其 中 ， 变 量 prin[v] 就 是 结 点 V 的 遍历 顺序 号 ， 它 
度 优先 搜索 遍历 算法 中 的 prifdn， CT 




































结 点 进行 访问 

时 ， 该 值 加 1; 变量 backn[v] 就 是 结 点 v 的 后 向 可 达 结 点 的 最 小 遍 ， 可 以 按照 以 

下 的 方法 来 维护 这 个 变量 ， 初 始 时 ， 将 变量 backn[v] 的 值 初 prih[v]， 在 深度 优先 搜 

索 遍 历 过 程 中 ， 如 果 边 (u,w) 是 从 结 点 v 出 发 进行 搜索 的 边 ， ckn[v] 的 值 是 下 列 3 

个 值 中 的 最 小 者 : 即 prin[v]; prin[w]， 当 边 (v,w) 为 后 ST- [w]， 当 边 (ww) 为 深度 
C 








优先 搜索 遍历 生成 树 边 时 。 


这 样 一 来 ， 只 要 结 点 v 的 任意 一 个 孩子 结 点 w 三 prin[v]， 就 说 明 结 点 v 
的 孩子 结 点 w 不 可 能 通过 后 向 边 到 达 结 点 结 点 》 RS G 的 割 点 。 
寻找 无 向 图 G 中 的 割 点 的 步骤 如 下 


令 结 点 root 是 开始 搜索 的 结 点 ,AS 亲 且 所 有 的 结 点 的 标记 为 未 曾 访问 过 ， 调 用 函数 
cutnodfs 从 结 点 v 开始 进行 搜索 过 程 光 可 以 被 描述 成 下 面 的 形式 ;: 


(1) 将 结 点 v 标记 为 已 经 访问 ,JFE rih[W] 及 其 backn[v] 的 值 ， 并 使 指针 p 
指向 v 结 点 的 邻接 表 的 登记 S S- 
2) ww ; 庆 经 搜索 到 的 图 G 中 的 割 点 的 计数 和 登 


























































记 ， 算 法 结束 ， 如 果 首 针 p 指针 ， 那 么 就 令 指 针 p 所 指向 的 邻接 结 点 为 w 结 
3 ); 否则 转 步 又 (5)。 





有 历 顺 序 编号 ， 然 后 再 根据 定理 7.2 判断 结 点 v 是 否 为 割 点 。 
(4) 证 p 指向 下 一 个 与 结 点 v 相 邻 接 的 结 点 ， 然 后 再 转 步 又 (2)。 





找 无 向 图 G 中 的 割 点 的 算法 的 实现 方式 可 以 描述 成 算法 7.3。 
算法 7.3 寻找 无 向 连通 图 G 中 的 割 点 的 算法 
输入 : 无 向 连通 图 G 的 邻接 表 node[ ]， 图 的 结 点 数目 n， 初 始 搜索 根 结 点 root 
输出 : 返回 割 点 的 数目 及 其 存放 割 点 的 数组 cut_node[ ] 

















1. int cut point (NODE node[],int n,int cut node[],int root) 
2 . 

3 int i; 

4 int prifdns 

区 


int count; 
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46. p=p->next; /* 处 理 下 一 个 邻接 结 点 */ 

47. } 

48. if(cutnode) { /* 如 果 结 点 v 是 割 点 ,就 将 其 存放 到 数组 cut_node 中 */ 
49, count++; 

ts 局 cut node[count]= v; 

Ss : 

S20 










算法 7.3 即 是 由 根 结 点 开始 进行 深度 优先 搜索 过 程 ， 对 于 图 G 中 的 任 4 问 结 
点 v, 首先 将 变量 prin[v] 的 值 与 变量 backn[v] 的 值 初始 化 为 priftn， 并 凡 : 点 w 起 




















结 点 v 的 孩子 结 
4 祖先 结 点 ， 其 辈 
ackn[w] 的 值 大 于 等 
能 超过 结 点 v， 因 此 ， 

因而 条 结 点 v 就 是 无 向 图 G 中 的 割 点 。 





始 ， 回 溯 到 结 点 v 时 ， 如 果 发 现 backn[w] 的 值 小 于 backn[v] 的 值 ， 
点 W 可 以 通过 后 向 边 到 达 结 点 的 祖先 结 点 ， 比 结 点 v 通过 后 向 边 玉 
分 更 高 ， 这 时 就 将 变量 backn[v] 的 值 设 置 为 Por 

点 




















于 prin[v] 的 值 ， 就 说 明 结 点 w 由 后 向 边 可 以 到 达 的 祖 宕 结 # 
结 点 w 只 可 能 通过 结 点 v 到 达 结 点 v 的 祖先 结 点 ， 
算法 7.3 主要 使 用 了 图 的 深度 优先 搜索 遍历 方 ; 和 无 向 图 的 割 点 。 在 cutnodfs 函数 
中 ， 与 深度 优先 搜索 遍历 函数 相 比较 而 言 ， 除 割 点 的 判断 和 处 理 的 代码 以 外 ， 


加 对 可 市 点 的 尖 
二 者 其 余 的 工作 过 程 完全 相同 。 而 由 于 判断 图 的 攻破 便 加 的 计算 时 间 复杂 度 


为 6()， 因 此 算法 7.3 所 需要 耗费 的 计算 时 | 是 @ ) (假设 无 向 图 G 具有 nm 
个 结 点 和 m 条 边 )。 当 m= O(n*n) 法 时 1 时 间 复 杂 度 为 On*n) 。 同 
理 可 以 分 析 ， 除 了 存放 作为 输入 使 用 要 的 开销 为 em)=O*n) 以 外 ， 算 


法 7.3 用 于 存放 结 点 的 遍历 顺序 9 结 点 的 最 小 遍历 顺序 编号 、 登 记 结 
点 的 访问 标志 及 其 无 向 图 G 的 



























































7.1.4 有 向 图 的 强 连 j 


前 面 ， 我 们 讨论 了 关于 无 向 图 的 一 些 基本 的 特征 及 其 性 质 ， 在 本 小 节 中 ， 主 要 讨论 关 
机 本 的 特征 及 其 性 质 。 首 先 ， 介 绍 关于 有 向 图 中 的 两 个 定义 。 


给 定 有 向 图 G=(V,E)， 并 且 给 定 该 图 G 中 的 任意 两 个 结 点 u 和 v， 如 果 结 点 
u 与 Are 即 至 少 存在 一 条 路 径 可 以 由 结 点 u 开始 ， 到 结 点 v 终止 ， 同 时 存在 
有 一 条 径 可 以 由 结 点 v 开始 ， 到 结 点 u 终 止 ， 那 么 就 称 该 有 向 图 G 是 强 连 通 图 。 

7.3 有 向 图 G 的 极 大 强 连通 子 图 称 为 该 有 向 图 的 强 连通 分 支 。 

此 ， 有 向 图 G 的 强 连 通 分 支 就 是 一 个 最 大 的 结 点 集合 ， 在 这 个 集合 中 ， 每 一 对 结 点 

之 间 都 有 路 径 可 达 。 于 是 ， 在 有 向 图 G 中 寻找 强 连通 分 支 的 问题 ， 即 是 找 出 该 有 向 图 中 每 

一 对 结 点 之 间 都 有 路 径 可 达 的 所 有 结 点 集合 。 可 以 通过 以 下 的 步骤 来 求解 该 问题 。 

(1) 对 于 有 向 图 G 进行 深度 优先 搜索 过 程 ， 从 而 可 以 求 出 图 G 中 的 每 一 个 结 点 的 后 序 

遍历 顺序 号 postn; 

(2) 反 转 有 向 图 G 中 的 每 一 条 边 ， 构 造 一 个 新 的 有 向 图 G ; 

(3) 从 具有 postn 最 大 编号 的 结 点 开始 , 依次 对 有 向 图 G 进行 深度 优先 搜索 过 程 , 如 果 

深度 优先 搜索 过 程 并 没有 经 过 该 有 向 图 G" 中 的 所 有 结 点 ， 那 么 就 从 未 曾 被 访问 过 的 具有 
postn 最 大 编号 的 结 点 开始 ， 继 续 深度 优先 搜索 过 程 。 
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(4) 步骤 (3) 所 产生 的 森林 中 的 每 一 棵 树 ， 都 对 应 于 一 个 有 向 图 的 强 连 通 分 支 。 

这 样 一 来 ， 寻 找 有 向 图 G 的 强 连通 分 支 的 算法 可 以 描述 成 算法 7.4 的 形式 。 

算法 7.4 寻找 有 向 图 的 强 连 通 分 支 的 算法 

输入 : 有 向 图 G 的 邻接 表 node[ ]， 图 的 结 点 数目 mn 

输出 ， 强 连通 分 支 的 数目 ， 按 照 深度 优先 搜索 遍历 的 顺序 存放 的 结 点 序号 tra[ ]， 每 个 
强 连 通 分 支 的 结 点 集 在 数组 tra 中 的 初始 位 置 trapos[ ] 
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S02 } 

人 delete prin; 

3 delete postn; 

39, delete postv; 

40. delete a; 

41. delete arnode (arnode) 7 
42. return sn; 

43。 } 


算法 7.4 的 第 13 一 17 行 主要 执行 第 一 次 深度 优先 搜索 的 初始 化 
3 个 计数 器 的 初 值 设置 为 0, 并且 将 有 向 图 中 所 有 结 点 的 访问 标志 位 
20 行 主要 是 调用 7.1.1 节 所 叙述 的 深度 优先 搜索 遍历 算法 ， 即 
遍历 的 结果 ， 在 数组 postn 中 得 到 每 一 个 结 点 的 后 序 遍 历 顺 月 
环 中 ， 第 22 行 的 主要 功能 就 是 将 数组 postn 中 根据 结 点 慨 
转换 为 数组 postv 中 根据 结 点 后 序 遍 历 顺 序 存 放 的 结 点 序 4 
的 访问 标志 第 二 次 设置 为 FALSE; 第 25 行 的 函数 























1 一 24 行 的 for 循 
后 序 遍 历 顺 序号 ， 依 次 
行 主 要 执行 将 所 有 结 点 
主要 是 用 于 实现 反 转 有 向 图 G 



























中 的 各 条 边 ， 构 造 出 一 个 新 的 有 向 图 G"， 并 且 根 据 原 有 向 图 合 的 邻接 表 头 结 点 数组 node， 
产生 有 向 图 G 的 邻接 表 头 结 点 数组 arnode, / 向 on 第 26 一 29 行 主要 是 
将 4 个 计数 器 变量 设置 成 0 值 ,为 第 二 淡 ; 和 寺 程 做 好 预备 。 从 第 30 行 开始 的 for 














循环 ， 由 postn 序号 值 最 大 的 结 点 -次 深 搜索 ， 不 难看 出 ， 在 这 个 循 
环 中 ， 每 调用 一 次 深度 优先 搜索 函数 ， 所 : 通 分 支 的 搜索 ， 并 且 将 此 连通 分 支 








中 的 所 有 结 点 的 访问 标志 设置 为 二 在 数组 tra 中 ， 顺 序 保存 着 该 连通 分 支 
中 的 所 有 结 点 的 序号 ， 在 数组 
中 的 起 始 位 置 。 Teves 加 秆 具 









1 void erselNoDE *nodle, NODE *arnode) 
St 
= 入 
NODE *p; 
NODE *pl; 
7.] sorG-=opjcnijtt) /*arnode 就 是 新 有 向 图 邻接 表 的 头 结 点 */ 
生 arnode [j] .next=NULL; /* 头 结 点 指针 初始 化 为 空 */ 
:网 for(j=0;j<n;j++) { 
LO p=node[j] .next; 
中 while (p!=NULL) { /* 反 向 存放 新 有 向 图 邻接 表 的 登记 项 */ 
2 pl=new NODE; 
135 pl1->v=j; 
14. P1->next=arnode [p->v] .next; 
Mo arnode [p->v] .next=pl; 
V6s p=p->next; 
9 和 } 
8 } 
9 
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最 后 ， 我 们 对 算法 7.4 的 计算 时 间 复 杂 度 及 其 空间 复杂 度 做 一 下 简单 的 分 析 : 令 有 向 
图 G 具有 nm 个 结 点 和 m 条 边 ， 由 算法 7.4 的 第 13 一 17 行 的 初始 化 工作 需要 花费 的 计算 时 
间 复 杂 度 为 @(n) ; 第 18 一 20 行 的 第 一 次 深度 优先 搜索 ， 需 要 耗费 的 计算 时 间 复 杂 度 为 
Q@(n+m); 同 理 ， 第 21 一 24 行 的 初始 化 工作 需要 花费 的 计算 时 间 复 杂 度 也 为 @(n) ; 第 25 
行 的 函数 reverse, 主要 是 对 有 向 图 G 中 的 m 条 边 构造 新 的 邻接 表 , 因此 需要 耗费 的 时 间 复 
杂 度 为 @(m) ; 从 算法 7.4 的 第 30 行 开始 的 第 二 次 深度 优先 搜索 过 程 ， 需 要 耗费 的 时 








































于 存放 反 向 图 的 邻接 表 所 需要 的 空间 开销 为 @(m) ， 因 此 ， 完 成 整个 
的 总 的 空间 开销 应 为 @(m) = O(n *n)。 











有 向 图 的 结 点 的 遍历 顺序 编号 、 ea mi ) 










7.2 网 络 的 最 大 流 
我 们 可 以 使 用 一 个 四 元 组 (Gis,tc) 来 表示 网 络 , 工 单 \GLCV 避 是 一 个 有 向 图 ， 它 有 两 个 
不 同 的 结 点 ， 分 别 记 作 结 点 s 和 结 点 t， 通常 点 将 结 点 + 称 为 汇 点 
cluy) 是 结 点 集 V 中 所 有 结 点 对 ( 结 点 嚣 滞 结 点 Fr 便 起 见 ， 我 们 通常 直 
问题 ， 定 网 络 (Gsto) 中 寻找 从 结 点 8 
na 象 模型 。 例 如 ， 我 们 可 以 讨 

如 


接 使 用 G 来 表示 一 个 网 络 。 网 络 的 
Ne a 


到 结 点 t 的 最 大 流量 。 这 个 问题 
交通 网 络 所 能 承载 的 最 大 车 ; 
7.2.1 Wa A 
) 一 般 竹 ， 如果 结 点 和 结 点 v 是 结 点 集 V 中 的 两 个 任意 
结 点 ， 那 么 容量 亢 数 etgfv) 则 表示 流 经 结 点 u、 结 点 v 所 允许 的 最 大 流量 。 在 网 络 G 中 ， 源 


Gis,t ， 不 失 
点 s 的 入 诬 为 0; 澡 点 + 的 出 度 也 为 0。 如果 边 (wv) 是 有 向 图 G 中 的 边 集合 中 的 一 条 有 向 边 ， 
那么 就 家 条 从 结 点 到 结 点 v 的 容量 euw)， 此 时 cuv) 的 值 大 于 0， 否则 ，cluv)-0。 关 于 





















定义 7.4 ”在 给 定 的 网 络 (Gs,t.c) 中 ， 结 点 对 <u,v> 的 流量 函数 fu,v) 满 足以 下 的 4 个 条 件 : 
入 斜 对 称 (skew symmetry) 条 件 ， 对 于 结 点 集 V 中 的 任意 结 点 u 与 结 点 v， 有 ftu,v) 
-wm。 如 果 ftuw) 大 于 0， 就 称 其 是 从 结 点 u 到 结 点 v 的 流量 ， 
(2) 容量 约束 (capacity constraints) 条 件 : 对 于 结 点 集 V 中 的 任意 结 点 u 与 结 点 v， 有 从 
结 点 au 到 结 点 v 的 流量 fu,v) 小 于 等 于 从 结 点 u 到 结 点 v 的 容量 c(u,v)。 特 别 地 ， 如 果 流量 
ftu,y) 与 容量 c(uv) 相 等 ， 则 称 边 (uv) 为 饱和 边 。 
(3) 流量 守恒 (flow conservation) 条 件 : YueV 一 {s,t}， 有 2,f(wv)=0， 即 在 一 个 网 络 


vev 








内 部 的 任意 结 点 的 净 流 量 ( 即 流出 的 总 流量 减 去 流入 的 总 流量 ) 为 0。 
(4) 对 于 结 点 集 V 中 的 任意 一 个 结 点 v， 有 ffvv)=0。 
定义 7.5 ”如果 令 割 集 {S.T} 是 网 络 (Gs,tc) 中 有 向 图 G 的 结 点 集 V 的 一 个 划分 , 即 它 将 


os 
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结 点 集 V 划分 成 为 两 个 互 不 相交 的 非 空子 集合 S 和 子 集合 T， 并 且 使 得 网 络 中 的 源 点 s 上 
子 集合 S 中 ; 网 络 中 的 汇 点 t 在 子 集合 T 中 ; 我 们 使 用 c(S,T) 来 表示 割 集 {S,T} 的 容量 ， 昼 
么 ， 就 应 有 下 式 
c(S,T)= > ， cuvV) 


ueS,veT 
如 果 我 们 使 用 f(S,T) 表 示 制 集 {S,T} 的 交叉 流量 ， 那 么 ， 就 类 似 于 上 式 ， 应 有 下 式 ;: 
f(S,T)= > flu,v) 


ueS,veT 
这 样 一 来 , 割 集 {S,T} 的 交叉 流量 , 即 是 从 子 集合 S 中 的 结 点 到 子 集合 T 
有 正 流量 之 和 ， 减 去 从 子 集合 T 中 的 结 点 到 子 集 合 S 中 的 结 点 的 所 
定义 7.6 ”如 果 令 f 是 网 络 (Gs,t,c) 中 的 一 个 流量 ， 则 流量 f 的 值 3 
按照 如 下 的 方式 进行 定义 : 


IfEf(S},V)= Tf,Y) WA 
根据 上 面 给 出 的 几 个 定义 ， 我 们 可 以 得 到 定理 7 
定理 7.3 “假设 f 是 网 络 (Gs,t,c) 中 的 一 个 流量 ， ,而 是 网 络 (Gste) 中 的 任意 一 个 
割 集 ， 那 么 必用 =KS,T)。 


下 面 ， | 
证 明 : (1) 如 果子 集合 S={s}, 那么 


6 加 六 出 以 上 的 站 
(2) 假定 对 于 制 集 {S,T}， 定 理 Se 
T'=T-{w}， 下 面 ， 我 们 证 明 对 于 i 村 。 根 据 割 集 交叉 流量 的 定义 


{Wf({w),w) 
[)+f ({w}, S)-0 

























证 毕 。 
定义 Ah | 网 络 (Gs,t,c) 中 的 容量 函数 为 ce， 流量 为 f， 那么 ， 对 于 在 结 点 集 V 中 的 
流量 f 的 剩余 容量 函数 + 定义 如 下 : 
Vu,veV,r(u,v)=c(u,v)—f(u,v) 


> 余 图 也 是 一 个 有 向 图 R=(V,ED, 并 且 它 具有 由 剩余 容量 函数 + 所 定义 的 容量 





























Er: E{(u,v)lr(u,v)>0}。 则 剩余 容量 ruv) 表 示 在 满足 容量 约束 条 件 (2) 的 情况 下 ， 
人 人 如 果 fu,v)<c(uv)， 那 么 在 边 集 Er 中 将 包含 边 (uv) 及 边 
(vu); 如 果 有 向 图 G 中 的 结 点 u 与 结 点 v 之 间 没 有 边 相 连接 , 那么 就 说 明 边 (u,v) 或 者 边 (vu) 
均 不 在 边 集 Er 中 。 因 而 ， el 
为 了 便于 理解 以 上 的 内 容 ， 下 面 我 们 举 一 个 具体 例子 进行 说 明 。 
例 7.1 图 7.1(a) 表 示 一 个 具有 流量 的 网 络 (Gs,t,c)。 在 图 中 ,每 一 条 边 都 标 出 它 的 容量 
及 其 流量 ,例如 , c(s,a)=8,f(s,a)=6,c(s,b)=5,f(s,b)=5 等 ,按照 条 件 (1), 应 有 f(a,s)=-6, f(b,s)=-5。 
图 7.1(b) 是 前 面 的 具有 流量 的 网 络 (Gs,bc) 的 剩余 图 R， 按 照 上 面 的 定义 ， 有 r(s,a)=c(s,a)- 
f(s,a)=8-6=2, r(a,s)=c(a,s)-f(a,s)=0-(-6)=6, 以 及 r(s,b)=c(s,b)-f(s,b)=5-5=0, 并 且 r(b,s)=c(b,s)- 
f(b,s)=0-(-5)=5 等 。 按 照 以 上 的 方法 ， 我 们 可 以 将 网 络 (Gs,t,c) 中 的 任意 两 个 结 点 之 间 的 容 
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量 、 流 量 及 剩余 容量 分 别 计算 出 来 ， 标 示 在 图 7.1(a) 和 图 7.1(b) 中 。 

















7.1 具有 流量 的 网 络 图 及 其 剩余 图 
























定义 7.8 如 果 令 f 是 网 络 (Gsbc) 中 的 一 个 流量 , 则 在 f 的 剩余 将 由 源 点 
s 到 汇 点 t 的 有 向 路 径 p 称 为 流量 f 的 增 广 路 径 。 而 沿 着 有 向 路 径 | 余 容 量 ， 通 


量 为 2 的 增 广 路 径 。 即 在 这 种 情况 下 ， 如 果 再 压 入 另 流量 ， 那 么 就 会 使 得 原 
来 的 网 络 (Gste) 中 的 流量 变 为 最 大 因此 , 我 们 有 最 小 制 集 定理 (定理 7.4)。 

定理 7.4 “(最 大 流量 最 小 制 集 定理 ) 假设 令 (Gs 网 络 ， 其 中 ，f 是 网 络 (Gisitic) 
中 的 流量 ， 则 以 下 的 3 个 命题 之 间 相互 等 价 。 2 


(1) 存在 一 个 容量 为 c(S,T)=|fl 的 割 
Ns 网 络 (Gs,t,c) 的 任意 一 个 割 集 


证 明 : 首先 我 们 证 明 命 题 Q) 
{S,T}， 根 据 定理 7.3， 有 |f|= 件 ， 对 于 有 向 图 G 中 的 所 有 结 点 u、 
池 } 的 容量 及 其 交叉 流量 的 定义 ， 对 于 网 


v， 都 有 flu, V) 拓 cu v) 据 9 
络 (Gs,t,c) 的 任意 一 个 4 ， 当 IfFe(S,D 时 ， 就 表明 有 向 图 G 中 所 
有 由 结 点 子 集合 总 全 所 地 集合 T 的 边 1 







常 被 称 为 有 向 路 径 p 的 饱和 容量 。 
例如 ,在 图 7.1(b) 中 ， 由 源 点 s 到 汇 点 t 的 有 向 路 径 A 是 一 条 具有 饱和 容 
1 
济 二 






















(3) 不 存在 流量 上 的 增 广 路 径 。 


是 饱和 的 ， 因 此 ， 流 量 f 即 是 网 络 (Gs,bc) 中 的 最 
大 流量 。 接 着 我 们 证明 命题 (2) 与 命题 (3) 互 为 等 价 命题 : 如 果 网 络 (Gs,te) 存 在 流量 f 的 增 广 
路 径 ， 假 设 该 有 有 向 9 p， 那 么 ， 就 可 以 沿 着 此 有 向 路 径 p 增 大 流量 ， 使 得 原来 的 流量 f 

,tC 















不 是 原 Gs,t,c) 中 的 最 大 流量 。 因 此 ， 不 存在 流量 f 的 增 广 路 径 。 最 后 ， 接 着 我 们 证 明 
命题 ( ) 互 为 等 价 命题 ; 不妨 设 结 点 子 集合 S 是 由 结 点 s 通过 流量 了 的 剩余 图 R 中 


结 点 集 ， 并 且 令 T=V-S。 当 网 络 (Gs,t,c) 中 不 存在 流量 f 的 增 广 路 径 时 ， 流 量 

俩 图 R 中 就 不 会 包含 由 结 点 子 集合 S 到 结 点 子 集合 T 的 边 。 因 此 ， 存 在 着 这 样 的 割 
集 {S,T}， 使 得 网 络 (Gs,t,c) 中 所 有 由 结 点 子 集合 S 到 结 点 子 集合 T 的 边 都 是 饱和 的 ， 也 即 
cfS,T)=|I。 证 毕 。 


7.2.2 ”最 大 流量 算法 与 最 大 容量 扩展 算法 


定理 7.4 即 最 大 流量 最 小 割 集 定理 表明 ， 如 果 网 络 (Gs,bc) 中 的 流量 了 不 存在 增 广 路 径 ， 
那么 流量 f 就 是 网 络 (Gs,tc) 中 的 最 大 流量 。 因 此 ， 我 们 可 以 令 网 络 (Gsbc) 中 的 初始 流量 工 
为 0， 然后 ,不断 重 复 地 在 流量 上 的 剩余 图 中 寻找 一 条 增 广 路 径 ， 并 且 用 这 条 增 广 路 径 的 饱 
和 容量 来 扩展 流量 f 直到 剩余 图 中 不 存在 增 广 路 径 时 为 止 。 这 就 是 所 谓 的 最 大 流量 方法 。 
而 对 于 最 大 流量 算法 的 一 种 改进 方案 ， 通 常 被 称 为 最 大 容量 扩展 算法 。 它 不 是 简单 地 在 剩 
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余 图 中 寻找 增 广 路 径 ， 而 是 有 目的 地 搜索 一 条 具有 最 大 饱和 容量 的 增 广 路 径 ， 从 而 可 以 加 
快 算法 的 运行 时 间 。 下 面 ， 我 们 详细 介绍 最 大 容量 扩展 算法 (MCA) 的 具体 实施 步骤 。 
(1) 初始 化 剩余 图 R 的 容量 r: 对 于 所 有 的 边 (u,v) E 边 集 E，r(uv)= c(uv) 。 
(2) 初始 化 网 络 (Gsbc) 中 的 流量 全 对 于 所 有 的 边 (wv) E 边 集 E，flu,v)=0。 
(3) 如 果 剩 余 图 R 中 存在 增 广 路 径 , 那么 就 找 出 饱和 容量 n 最 大 的 增 广 路 径 p, 然后 转 
步骤 (4); 如 果 剩余 图 R 中 存在 增 广 路 径 ， 算 法 结束 。 
(4) 扩展 流量 人 对 于 所 有 的 边 (uv) Ep， 令 ftuv) :=ftuv)+m 。 
(5) 更 新 剩余 图 R: 对 于 所 有 的 边 (u,v) Ep， 令 ruv) :=ruv) -mn :然后 ys 
假定 网 络 (Gs,bc) 的 流量 用 实数 表示 ， 网 络 各 条 边 的 流量 和 容量 邻 表示 。 
以 下 是 算法 中 用 到 的 一 些 数据 结构 及 其 数据 类 型 的 说 明 : 
float cl[n][n]; 
Lot ECLATtnlr 
float rl[n][n]; 
float capaln]; 
float flow; 
float maxflow; 
int path[n]; 
int pathl[n]; 
int count; 























int countl; 
BOOL flag; 
int vs; 





int Ss; ™* 


A 2 人 7 网 络 中 的 汇 点 编号 v/ 
通过 算法 5 来 说 明 怎样 寻找 任意 一 个 网 络 中 的 最 大 流量 。 


过 
hy 络 中 最 大 流量 的 最 大 容量 扩展 算法 
一 条 边 容 量 的 邻接 矩阵 c[n][n]， 网 络 中 结 点 的 数目 n， 源 点 的 编号 s， 
汇 点 
中 每 一 条 边 流量 的 邻接 矩阵 ffn][n]， 网 络 的 最 大 流量 


NS A nal maxflow network(float c[][],float f[][],int n,int s,int t) 








nb 入 
int j; 
int k; 
count; 
int countl; 
int path[n]; 
int pathl[n]; 
YO int capal[ln]; 
hi float rl[n] [n],flow,maxflow=0; 


b: 
这 
+ 


1 0 
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path1[j]=path[j]; 
countl=count+1; 
flow=temp; 
} 
} 
} 
. BOOL loopl(int v,int path[],int count) 
人 
si 
for (i=0;i<count;i++) 
if(v==path[i]) { 
return TRUE; 
} 
else { 
return FALSE; 
} 
} 


这 个 算法 7.5 的 第 13 一 17 行将 
的 各 条 边 的 初始 容量 设置 成 网 
函数 mcadfs， 用 于 在 网 络 中 
径 ， 那 么 就 将 标志 flag 让 
汇 点 按照 顺序 依次 存 六 
中 ， 然 后 使 用 这 个 容量 去 
余 图 上 对 应 边 的 容量 。 需 要 重复 执行 这 
时 ， 该 网 络 中 的 请 :网 络 的 最 大 流量 。 





组 pathi1 ， 该 增 广 路 径 当 前 的 




















循环 过 程 ， 直 到 找 不 到 


容量 的 


方 路 径 
点 压 
搜索 不 仅 与 v 


这 种 性 质 的 边 (vi)， 并 且 剩余 的 容量 又 不 为 0， 那 么 就 将 此 边 上 


及 其 容量 capa 都 是 后 进 先 出 栈 , 计数 器 count 指向 





栈 中 去 ; 如 果 结 点 i 并 不 是 汇 点 t， 那 么 就 应 当 递 归 调 用 mcadfs 函 
深度 优先 搜索 过 程 ， 而 如 果 i 结 点 就 是 汇 点 t， 那 么 就 意味 着 已 经 1 


-条 流量 设置 为 0， 并 且 将 剩余 图 
行 开 始 的 while 循环 ， 主 要 是 在 调 帮 


络 的 初始 答 部 ， 从 

案 县 有 最 大 他 和 估计 的 增 广 路 径 。 
置 为 ROE 值 ,7 司 le 
TO 


值得 所 的 是 函数 mcadfs 是 以 深度 优先 搜索 方法 ， 在 网 络 中 搜索 一 条 具有 最 大 饱和 
径 。 被 搜索 的 初始 结 点 为 结 点 v, 起 始 时 ,被 设置 成 为 源 点 s。 在 这 个 函数 中 ， 


广 路 径 path 栈 中 去 ， 从 第 38 行 开 始 的 for 循环 执行 的 主要 功能 就 是 在 剩余 
结 点 相关 联 ， 而 且 与 增 广 路 径 path 中 的 增 广 路 径 不 构成 回路 的 边 。 如 果 存 在 


/* 更 新 最 大 饱和 容量 的 增 广 路 径 */ 


如 果 一 旦 找到 了 这 样 的 路 
上 的 结 点 编号 ， 从 源 点 到 
饱和 容量 存放 在 变量 flow 
这 样 的 增 广 路 径 为 止 。 出 





其 栈 顶 元 素 , 第 37 行将 


于 
中 











图 








的 剩余 容量 压 进 容 量 capa 
数 ， 并 从 i 结 点 出 发 继续 
搜索 到 了 一 条 增 广 路 径 。 











这 时 ， 就 将 标志 flag 设置 为 TRUE 值 。 此 时 ， 容 量 capa 栈 中 的 最 小 剩余 容量 temp 即 是 该 





增 广 路 径 的 饱和 容量 ， 然 后 ， 我 们 将 其 与 迄今 为 止 所 能 够 寻找 到 


的 增 广 路 径 的 最 大 饱和 容 


量 fow( 在 初始 化 时 ， 该 值 为 0) 的 值 进行 比较 : 如 果 前 者 的 值 大 于 后 者 的 值 ， 便 将 前 者 的 值 
作为 更 新 以 后 的 最 大 饱和 容量 的 值 保存 到 变量 flow 中 去 , 然后 再 将 当前 的 path 作为 当前 的 
可 以 获得 的 最 大 饱和 容量 的 路 径 ， 复 制 到 pathl 中 去 。 在 这 两 种 情况 下 ， 都 需要 继续 搜索 
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与 结 点 v 相 邻接 的 下 一 个 结 点 ， 以 便于 搜索 是 否 存在 其 他 的 饱和 容量 更 大 的 增 广 路 径 。 

下 面 ， 我 们 来 分 析 和 评估 算法 7.5 的 计算 时 间 复 杂 度 及 其 空间 复杂 度 。 在 具体 讨论 前 ， 
我 们 首先 来 介绍 分 析 过 程 中 需要 用 到 的 两 个 重要 定理 ， 即 定理 7.5 和 定理 7.6。 

定理 7.5 在 具有 m 条 边 的 网 络 (Gs,t.c) 中 ， 从 0 流量 开始 ， 存 在 着 一 个 至 多 为 m 步 的 
扩展 序列 ， 来 构造 该 网 络 (Gs,t,c) 的 最 大 流量 。 

证 明 : 不 妨 设 流量 了 f 就 是 网 络 (Gs,t,c) 的 最 大 流量 ， 有 向 图 G 是 由 流量 fu 习 为 正 数 的 
边 导 出 的 有 向 图 G 的 子 图 。 在 有 向 图 G- 中 搜索 一 条 由 源 点 s 到 汇 点 t 的 路 和 水 妨 设 殿 
饱和 容量 为 n; 。 则 对 于 该 路 径 pi 的 每 一 条 边 (u,v)， 如 果 我 们 令 flu,v): feo) 路 径 
Pi 中 必 存 在 一 条 边 ， 其 流量 被 减 为 0， 删 去 这 条 边 。 又 因为 网 络 (Gsfb m 条 边 ， 所 以 

允 





















































至 多 需要 重复 这 个 动作 m 次 ， 就 可 以 将 网 络 (Gs,t,c) 中 的 流量 了 减 》 在 ) 如 果 我 们 从 
0 流量 起 始 , 沿 着 路 径 p; 压 进 n 流量 ,那么 就 至 多 需要 m 步 的 护 1 即 可 物 造 网 络 (G,s,t,c) 
中 的 最 大 流量 。 证 毕 。 © 









整数 ， 并 且 其 最 大 容量 


定理 7.6 如果 在 具有 m 条 边 的 网 络 (Gs,t,c) 中 ， 达 的 钦 
为 c， 那 么 最 大 容量 扩展 算法 将 以 O(m*logc) 扩 展 各 该 网 络 (G,s,t,c) 的 最 大 流量 。 
证 明 : 我 们 可 以 令 图 R a 人 出 于 在 网 络 (Gs,tc) 中 ， 边 的 容量 
















都 是 整数 ， 因 



























造 网 络 (Gs,tc) 中 的 最 大 流量 f， 因 此 ， 和 量 至 少 为 f/m 的 增 广 路 
径 pb。 如 果 采 用 最 大 容量 扩展 算法 来 进行 了 2m 次 扩展 路 径 
的 尝试 之 后 ， 其 中 必 将 存在 一 条 增 厂 路径 入 其 包 和 容量 为 f(2m)。 这 样 一 来 ， 在 连续 
进行 了 2m 次 扩展 路 径 的 尝试 就 可 以 使 得 剩余 图 外 中 的 增 广 路 径 的 最 大 饱和 容量 减 
少 至 少 为 原来 的 一 半 ; 如 进行 2mf 次 护 展 路 径 的 尝试 之 后 , 就 可 以 使 得 剩余 图 了 
中 的 增 广 路 径 的 最 大 ;以 此 类 推 ， 在 最 多 2km 次 扩展 之 后 ， 
最 大 饱和 容量 将 减少 至 ? 。 而 又 因为 网 络 (Gs,t,c) 中 的 边 最 大 容量 
为 ce 所 以 有 2 <e5 扩展 步骤 应 为 OIm*logc) 。 证 毕 。 

使 用 深度 法 寻找 最 大 饱和 容量 的 增 广 路 径 ， 在 每 一 次 进行 搜索 尝试 的 过 程 











中 ， 都 需要 耗费 的 计算 时 间 复 杂 度 为 On*n) ， 又 由 于 最 多 需要 进行 2km 次 扩展 尝试 ， 因 
此 , 算法 所 需要 耗费 的 时 间 复 杂 度 为 O(m*n? *logc) 。 如 果 将 算法 7.5 改 用 类 似 于 单 源 
点 的 最 短路 径 问 题 的 贪心 算法 ( 即 Dijkstra 算法 )， 由 于 同样 可 以 在 时 间 开 销 为 O(n*n) 的 时 
I 最 大 饱和 容量 的 增 广 路 径 ， 因此， 其 计算 时 间 复 杂 度 也 为 O(mn? logc)。 通 过 对 

算法 47.5 的 代码 分 析 ， 不 难 发 现 ， 为 了 存放 作为 输入 使 用 的 网 络 容量 的 邻接 矩阵 及 其 他 
的 数据 需要 花费 的 空间 开销 为 etn* n) ; 除 此 以 外 ,用 于 存放 网 络 流量 的 邻接 和 矩阵、 剩余 图 
R 的 邻接 矩阵 ， 以 及 其 余 路 径 信息 所 需要 使 用 的 工作 单元 占用 的 空间 开销 也 为 Bon*n) 。 










































7.2.3 ”最 短路 径 扩展 算法 


最 大 容量 扩展 算法 的 设计 思路 的 核心 就 是 在 增 广 路 径 中 选择 容量 最 大 的 路 径 进行 扩 
展 。 在 本 节 中 ， 我 们 使 用 另 一 种 扩展 思路 求解 一 个 网 络 的 最 大 流量 ， 即 选择 边 数 最 少 的 路 
径 进 行 扩展 。 

定义 7.9 ”由 源 点 s 至 结 点 v 的 通路 中 的 最 少 边 数 , 称 为 结 点 v 的 层次 , 通常 用 level(v) 
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表示 。 在 网 络 (Gs,bc) 中 的 图 G=(VE) 中 ， 通 常 使 用 另 一 个 图 来 表示 原 有 向 图 中 每 个 结 点 的 
层次 ， 这 个 图 被 称 为 层次 图 L=(VE)。 其 中 ， 边 集 E*={(u,v)llevel(v)=level(w)+1}。 

下 面 ， 我 们 通过 一 个 例子 进行 说 明 。 

例 7.2 如 图 7.2(b) 所 示 就 是 图 7.2(a) 的 层次 图 。 在 图 7.2(b) 中 ， 结 点 集合 {a}、{b,e}、 
{c,d 说 、{h,g, 人 jj}、{k} 分 别 依次 形成 了 5 个 层次 的 结 点 。 在 层次 图 中 , 不 含有 边 (fj) 及 边 (k.D， 
因为 结 点 上 与 结 点 j， 结 点 k 与 结 点 1 都 是 分 别处 于 同一 层次 的 结 点 。 特 别 地 ， 在 任意 一 个 
层次 图 中 ， 处 于 同一 个 层次 的 结 点 之 间 没 有 边 相 连接 。 











































































选择 边 数 最 少 的 增 广 路 径 进 4 
是 运用 层次 图 来 进行 的 。 在 
(e,d) 以 及 边 (h,D) 断 开 ， 这 是 二 于 如 
对 于 给 定 的 网 络 (Gs,t,); 路 径 

(1) 初始 化 剩 4 


T(UV)=c(uv)。 


展 算法 (MPLA)。 这 个 算法 
搜索 遍 记 算法 搜索 最 短路 径 时 ， 可 以 进一步 将 边 
点 1 在 边 (b,d) 及 其 边 (g,1) 的 搜索 方向 上 了 。 
法 的 基本 步骤 可 以 按照 以 下 的 方式 进行 描述 。 
于 所 有 的 在 给 定 网 络 (Gs,t,c) 的 边 集 里 的 边 (u,v)， 









(Gs,t,c) 中 的 流量 f; 即 对 于 所 有 的 在 给 定 网 络 (Gis,t,c) 的 边 集 里 的 边 


(2) 初始 
(uv)， 将 ftw) 设置 为 0。 
(3) 层次 图 的 原理 ， 使 用 广度 优先 搜索 遍历 算法 ， 在 剩余 图 R 中 搜索 从 源 点 s 至 
最 短 


JE 点 t 径 p， 接 着 ， 转 步骤 (4) 执 行 ， 如果 不 存在 这 样 的 最 短路 径 ， 算 法 结束 。 
入 十 算 最 短路 径 p 的 饱和 容量 m 。 











5) 增 大 流量 f: 即 对 于 所 有 的 最 短路 径 p 上 经 过 的 边 ， 令 fu,v) := fuv)+m 。 
(6) 更 新 剩余 图 R: 即 对 于 所 有 的 最 短路 径 p 上 经 过 的 边 ， 令 r(uv) :=r(wv)-n; 然后 
转 步 骤 (G3)。 
接 下 来 , 我 们 再 给 出 一 些 最 短路 径 扩展 算法 (MPLA) 中 需要 使 用 到 的 一 些 数据 结构 以 及 
数据 类 型 的 说 明 : 
loat otnltnly /* 网 络 中 各 个 结 点 之 间 的 初始 容量 */ 
float fln][n]; /* 在 最 大 流量 下 网 络 中 各 个 结 点 之 间 的 流量 */ 
float rl[n][n]; /* 在 剩余 图 中 各 个 结 点 之 间 的 容量 */ 
float capa[ln]; /* 最 短路 径 的 饱和 容量 */ 
00 


与 网 络 流 问 题 


使 用 最 短路 径 扩展 算法 寻找 网 络 (Gs,to) 中 的 最 大 流量 的 实现 过 程 可 
算法 7.6 寻找 网 络 中 最 大 流量 的 最 短路 径 扩 展 算法 
输入 : 网 络 中 每 一 条 边 容量 的 邻接 矩阵 c[n][n]， 网 络 中 结 点 
汇 点 的 编号 t 
输出 : 网 络 中 每 一 条 边 流量 的 邻接 矩阵 ffn][n]， 网 络 的 
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算法 7.6 的 第 9 行 ， 建 立 了 一 个 空 的 搜索 队列 ， 以 便于 在 寻找 最 短路 径 时 ， 进 行 广度 


@y 
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优先 搜索 遍历 使 用 ; 第 10 一 14 行 主要 是 将 网 络 (Gs,t,c) 中 的 每 一 条 边 的 流量 初始 化 为 0， 剩 
余 图 RR 中 的 每 一 条 边 的 起 始 容量 初始 化 为 该 网 络 的 初始 容量 ; 第 15 行 调用 函数 mplabfs， 
其 主要 就 是 为 了 使 用 广度 优先 搜索 算法 在 网 络 (Gs,t,c) 中 寻找 一 条 由 源 点 s 至 汇 点 t 的 最 短 
路 径 。 如 果 能 够 寻找 到 这 样 一 条 最 短路 径 ， 那么 该 函数 mplabfs 就 返回 值 TRUE, 并 且 在 最 
短路 径 数组 path 中 保存 这 条 最 短路 径 信息 : 即 该 路 径 的 端点 即 是 汇 点 t, 汇 点 t 的 前 一 个 结 
点 就 是 path[t， 以 此 类 推 ， 就 可 以 沿 着 最 短路 径 path 提供 的 信息 回溯 到 源 点 s( 出 发 点 ); 第 
16 一 23 行 从 端点 t( 汇 点 b 起 始 , 沿 着 最 短路 径 path 计算 最 短路 径 上 的 饱和 容 
第 24 一 34 行 的 主要 功能 是 利用 饱和 容量 capa 增加 沿 着 最 短路 径 path 上 的 
且 更 新 剩余 图 R 中 的 沿 着 最 短路 径 path 上 的 每 一 条 边 的 容量 ， 第 计 网 络 (Gs,t,c) 
中 的 最 大 流量 maxflow， 然 后 ， 控 制 返回 到 到 第 15 行 ， 即 继续 调 plabfs， 寻找 另 
外 一 条 由 源 点 s 至 汇 点 t 的 最 短路 径 ， 直 到 再 也 寻找 不 到 这 样 





































































































































此 外 ，mplabfs 函数 由 源 点 s 起 始 ， 寻 找 一 条 由 源 点 s ， 同 时 ， 这 
个 函数 利用 level 层次 数组 来 记录 由 源 点 s 开始 的 网 络 点 的 层次 ， 第 47 行 和 第 
48 行 的 代码 ， 主 要 是 将 这 些 结 点 的 层次 初始 化 为 - 这 些 结 点 并 没有 处 于 待 搜索 的 层 
次 图 上 , 我 们 使 用 flag 变量 表示 mplabfs 函数 是 否 径 , 并 且 将 布尔 变量 flag 
的 值 初始 化 为 FALSE， 接 下 来 ， 对 于 源 点 s 建 芯 进 搜索 队列 queue 中 
从 第 52 行 起 始 ， 即 从 搜索 队列 queue 中 下 也 轩 进 先 搜索 ， 直 到 该 搜索 队 


列 queue 成 为 空 队列 时 为 止 ; 在 搜索 记 ， 边 的 起 点 为 结 点 1。 如果 


六 0 的 边 (w,i); 如 果 level[i] 不 等 









































r[w] 自 的 值 不 为 0, 那么 就 表明 剩余 区 四 
于 -1， 那 么 就 表明 从 源 点 s 起 和 在 着 结 点 i， 这 时 ， 如 果 结 点 i 和 有 
结 点 w 处 于 同一 个 层次 , 或 A ew 点 Ww 的 层次 ， 那 么 就 说 明 边 (wji) 并 不 是 
层次 图 中 的 边 。 Ce 要 种 情况 ， 在 确定 了 边 (wi) 是 层次 路 径 
上 的 一 条 边 之 后 ， 就 pe 的 结 点 i 的 前 面 一 个 结 点 ， 记 录 在 最 短路 径 数 组 
path[] 中 ， 同 时 个 搜索 的 起 始点 ， 放 进 搜索 队列 queue 中 ; 第 61 行 主要 月 
于 判断 结 点 i 为 》 点 i 就 是 汇 点 t， 那 么 就 意味 着 搜索 出 了 一 条 最 短路 径 ， 
并 将 布 的 元 素 进行 搜索 ， 
并 且 将 其 作 

双 Cito 中 有 有 n 个 结 点 和 m 条 边 。 在 以 上 的 算法 7.6 中 ， 增 广 路 径 的 长 度 序列 














格 递增 的 。 不 妨 令 路 径 p 就 是 当前 的 层次 图 中 的 任意 一 条 增 广 路 径 ， 在 使 用 路 径 p 进 

和 后 ， 不 难 发现， 在 路 径 p 中 至 少 有 一 条 边 是 饱和 的 ， 并 且 将 在 剩余 图 R 中 消失 。 
径 p 的 长 度 为 len, 则 汇 点 t 处 于 第 len 层 。 假定 饱和 容量 为 n ,在 沿 着 路 径 增 加 了 n 
流量 之 后 ， 至 多 会 在 剩余 图 R 中 出 现 len 条 反 向 的 边 ， 但 是 这 些 边 对 于 由 源 点 s 到 汇 点 t 
的 最 短路 径 没 有 帮助 。 由 于 每 找到 一 条 增 广 路 径 ， 就 至 少 有 一 条 边 从 层次 图 中 消失 ， 当 不 
E 够 再 从 某 个 层次 图 中 找到 由 源 点 s 到 汇 点 t 的 最 短路 径 时 ， 其 他 的 增 广 路 径 就 必须 从 后 
向 边 以 及 交叉 边 到 达 汇 点 t， 当 重新 按照 这 样 的 方式 构造 层次 图 时 ， 其 长 度 必 然 将 会 大 于 
len。 因 此 ， 在 更 新 之 后 的 层次 图 中 ， 汇 点 t 的 层次 将 会 大 于 等 于 lent1。 由 于 网 络 (Gs,t,c) 
中 有 n 个 结 点 ， 因 此 ， 任 何 路 径 的 长 度 都 不 会 大 于 n-1， 即 对 于 最 后 一 个 层次 图 来 说 ， 其 
长 度 不 会 超过 n-1， 这 样 一 来 ， 层 次 图 的 数目 应 为 n-1-len。 因 此 ， 无 论 我 们 面 对 一 个 怎样 


的 网 络 (Gs,t,c)， 其 层次 图 的 总 数目 不 可 能 超过 n 个 。 
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最 后 ， 我 们 对 算法 7.6 进行 时 间 复 杂 度 与 空间 复杂 度 的 分 析 。 由 于 网 络 (Gs,bc) 中 的 边 
的 数目 为 m， 因 此 ， 同 一 长 度 的 最 短路 径 最 多 不 可 能 超过 m 条 。 又 因为 用 于 进行 路 径 扩 展 
的 层次 图 最 多 只 可 能 出 现 n-1 个 ， 所 以 ， 在 进行 路 径 扩展 时 可 以 寻找 到 的 路 径 最 多 应 为 
m*(n-1) 条 。 根 据 算法 7.6 的 描述 ， 如 果 利 用 邻接 矩阵 进行 广度 优先 搜索 过 程 ， 在 寻找 最 短 
路 径 时 ， 需 要 花费 的 计算 时 间 复 杂 度 为 O(n*n); 如 果 改 用 邻接 表 进 行 广度 优先 搜索 过 程 ， 
在 寻找 最 短路 径 时 ,需要 花费 的 计算 时 间 复 杂 度 为 O(m) 。 因 此 ， 当 使 用 邻接 矩阵 进行 数据 
处 理 时 , 算法 7.6 所 需要 的 计算 时 间 复 杂 度 为 O(m*n*); 而 当 使 用 邻接 表 进 
算法 7.6 所 需要 的 计算 时 间 复 杂 度 为 On* m?) 。 按 照 以 上 类 似 的 分 析 ; 算 法 | 大 
输入 用 的 网 络 容量 的 邻接 矩阵 及 其 余 的 数据 需要 耗费 的 空间 开销 是 ; 除 此 以 外 ， 
来 存放 网 络 流量 的 邻接 矩阵 及 其 剩余 图 R 的 邻接 矩阵 等 ， 需 间 开 销 也 为 
@(n*n); 又 由 于 在 网 络 (G,s,t,c) 中 的 结 点 数目 为 n， 因 此 ， 
te et ei ro 
述 ， 运 行 算法 7.6 一 一 寻找 网 络 中 最 大 流量 的 最 短 


QA(n*n)。 
73 = > 


与 网 络 的 最 大 流量 问题 相似 ， 三 
象 化 以 后 得 到 的 一 个 模型 。 下 
4 种 不 同类 型 的 工作 Ti,T,T3sT4> 


Ts 这 两 项 工作 ; ~ 和 
E 够 胜任 T 和 Ts 六 pa 
能 够 



































































































所 需要 的 空间 复杂 度 为 























府 人 来 完成 ， 又 假定 Mi 能 够 胜任 Ti 和 
;NM; 能 够 胜任 T 和 T4 这 两 项 工作 ，M4 
够 找到 一 种 方案 ， 使 得 每 个 人 只 需要 完成 一 项 
工作 的 人 去 完成 ， 问 能 和 否 进行 合理 的 安排 ? 
式 将 这 个 问题 象 化 为 一 个 二 部 图 的 匹配 问题 .将 工作 Ti,T2,Ta,T4 
i 作 图 G=(VE) 中 的 两 个 不 同 的 结 点 集 T 和 M 中 的 结 点 ,TUM= V， 
， 这 个 图 G 中 的 任意 一 条 边 的 两 个 端点 分 属于 不 同 的 结 点 集 ， 即 一 个 在 结 点 
结 点 集 M 中 ， 这样， 如 果 某 和 人 能 够 胜任 某 项 工作 ， 就 将 这 个 人 所 代表 的 
作 所 代表 的 结 点 用 一 条 边 连接 起 来 ， 因 此 ， 以 上 的 问题 就 转换 成 为 二 部 图 中 
同 的 结 点 集 的 结 点 之 间 的 匹配 问题 。 在 通信 和 调度 领域 中 ， 存 在 着 很 多 这 样 
目 问题 。 在 很 多 复杂 的 算法 中 ， 这 种 二 部 图 的 匹配 问题 经 常 作 为 一 种 构件 (中 间 
， 作 为 子 程序 来 进行 调用 。 


7.3.1 必 备 的 数学 知识 


定义 7.10 设 图 G=(VE) 是 一 个 无 向 图 ， 如 果 存 在 边 集 M 为 边 集 E 的 子 集 ， 并 且 使 得 
边 集 M 中 的 所 有 边 都 没有 公共 结 点 ,那么 就 称 此 边 集 M 是 无 向 图 G 的 一 个 匹配 (matching)， 
将 边 集 M 的 边 数 记 作 |M|; 在 一 个 无 向 图 G 中 边 数 最 多 的 匹配 称 为 该 无 向 图 的 最 大 匹配 。 

定义 7.11 如 果 边 集 M 是 无 向 图 G=(VE) 的 一 个 匹配 ,并 且 某 一 条 边 e 既 在 边 集 E 中 ， 
又 在 边 集 M 中 ， 那 么 就 称 边 e 是 已 经 匹配 过 的 边 (matched edge); 否则 ， 就 称 边 e 是 自由 

















工作 ， 并 且 每 项 作者 
我 们 可 尼 
和 人 MM 
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的 边 (free edge)。 如 果 对 于 结 点 集 V 中 的 任意 一 个 结 点 v， 并 且 存 在 着 与 该 v 结 点 相关 联 的 
已 经 匹配 过 的 边 ， 那 么 就 称 结 点 v 是 已 经 匹配 过 的 结 点 (matched vertex); 否则 ， 就 称 该 结 
点 v 是 自由 的 结 点 (free vertex)。 如 果 结 点 V 中 的 所 有 结 点 都 是 已 经 匹配 过 的 结 点 ， 那 么 就 
称 边 集 M 是 无 向 图 G 的 完美 匹配 (perfect matching)。 

定义 7.12 设 图 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 ， 并且 边 集 M 是 无 向 图 G 的 一 个 匹配 。 如 果 在 
该 无 向 图 G 中 存在 着 一 条 由 已 经 匹配 过 的 边 和 自由 的 边 交 蔡 构成 的 简单 路 径 a 就 将 此 简 















































单 路 径 p 称 为 交错 轨道 ， 为 了 方便 起 见 ， 通 常用 |p| 表 示 交 错 轨道 p a p 
交错 轨道 p 的 起 点 与 终点 是 同一 个 结 点 ， 那 么 就 称 此 交错 轨道 p 为 交错 
错 轨道 p 的 起 点 和 终点 均 是 自由 的 ， 那 么 就 称 交错 轨道 p 是 边 集 M 
不 难 发 现 ， 如 果 交 错 轨道 p 是 一 条 交错 回路 ， A i 
出 现 ， 因 此 已 经 匹配 过 的 边 数 与 自由 的 边 数 相同 ， wa p 的 边 数 为 偶数 ， 
但 是 ， 如 果 一 旦 发 现 交错 轨道 p 是 边 集 M 的 增 广 路 径 ， 那 的 边 数 就 一 定 是 奇 
数 ， 并 且说 明 这 时 的 交错 轨道 p 一 定 不 会 成 为 交错 回 
如 果 我 们 令 边 集 M 是 无 向 图 G 的 一 个 匹配 ， 
路 径 , 操作 M@p=(MUp)-(MNp)=(M-p)U(p- 
一 个 新 的 匹配 。 于 是 ， 可 以 得 到 定理 7.7 如 下 SS 


定理 7.7 令 M 是 无 向 图 G=(VE) 前 人 3 匹配 M 的 一 条 增 广 
大 小 为 
8 


路 径 ， 那 么 M @p 即 是 该 无 向 图 G oe b . 
最 大 匹配 ， 当 且 仅 当 在 该 图 G 中 


根据 定理 7.7， 可 以 立即 得 出 以 
不 包含 匹配 M 的 增 广 路 径 。 XS SS S 
证 明 : RN 和 就 G 中 的 最 大 匹配 ， 并 且 在 图 G 中 又 
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定理 7.8 无 向 图 G=(VE 
存在 着 匹配 M 的 增 4 根据 7， 那么 就 存在 着 新 的 匹配 |M @p|=IMI+1， 这 就 
大 匹配 相 所 矛盾 ， 因 此 ， 无 向 图 G 中 不 包含 匹配 M 的 增 广 路 

















证 明 充分 性 , 使 用 反 证 法 证 明 ， 即 如 果 无 向 图 G 中 不 包含 匹配 M 的 增 广 路 径 , 可 
不 是 图 G 的 最 大 匹配 ， 那 么 图 G 中 就 必然 会 存在 着 另外 一 个 匹配 N， 使 得 
， 可 以 令 M=M@N ， 这 样 一 来 ，M 中 的 边 即 是 匹配 M 中 的 边 或 者 是 匹配 
但 并 不 会 既是 匹配 M 中 的 边 ， 同 时 也 是 匹配 N 中 的 边 。 因 此 ，M 的 导出 子 图 
连通 分 支 , 它们 的 边 , 或 者 是 交错 地 分 属于 匹配 M 与 匹配 N 的 长 度 为 偶数 的 交错 
; 或 者 是 交错 地 分 属于 匹配 M 与 匹配 N 的 长 度 为 奇数 的 交错 轨道 。 又 由 于 |N|>IM|, 而 
且 交 错 回路 中 属于 匹配 M 与 属于 匹配 N 的 边 数 相 同 , 因此 至 少 存在 一 个 连通 分 支 是 长 度 为 
奇数 的 交错 轨道 , 并且 属于 匹配 N 的 边 数 应 大 于 属于 匹配 M 的 边 数 。 因 此 ， 交 错 轨道 的 
端的 两 个 结 点 不 可 能 与 匹配 M 的 边 相 关联 ， 即 在 这 种 情况 下 ， 交 错 轨 道 即 是 匹配 M 的 增 
广 路 径 , 这 样 就 与 无 向 图 G 中 不 包含 匹配 M 的 增 广 路 径 这 一 前 提 条 件 相 矛 盾 , 所 以 匹配 M 
就 是 无 向 图 G 的 最 大 匹配 ， 充 分 性 证 明 结 束 。 证 毕 。 


7.3.2 二 部 图 的 最 大 匹配 的 匈牙利 树 算法 
相 比 较 而 言 , 在 二 部 图 中 寻找 匹配 M 的 增 广 路 径 p 比 在 一 般 的 无 向 图 中 寻找 更 容易 一 
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些 。 下 面 ， 我 们 将 详细 讨论 在 二 部 图 中 寻找 无 向 图 G 的 最 大 匹配 算法 。 首 先 ， 我 们 对 于 二 
部 图 进行 如 下 定义 。 

定义 7.13 如果 无 向 图 G=(V.E) 的 结 点 集 V 可 以 分 为 两 个 子 集 X 和 Y， 并且 满足 子 集 
X 与 子 集 Y 的 交集 为 空 集 ， 子 集 X 与 子 集 Y 的 并 集 为 结 点 集 V， 并 且 无 向 图 G 中 的 任意 
一 条 边 的 两 个 端点 ， 一 个 在 子 集 X 中 ， 另 一 个 在 子 集 Y 中 ， 那 么 就 称 该 图 G 为 二 部 图 或 


者 偶 图 。 
例如 ， 图 7.3 所 示 的 无 向 图 ， 就 是 一 个 二 部 图 或 者 偶 图 。 我 们 使 用 -os 作为 





















































一 个 图 是 二 部 图 的 判定 定理 。 
Q QR A 






















定理 7.9 无 向 图 G 是 一 个 二 部 图 ， 当 
证 明 : 首先 证 明 必要 性 ， 如 果 无 向 


数 的 回路 。 
图 ， 并 且 假 设 路 径 p: 











ww ww 是 一 条 回路 ， 并 令 结 点 v 的 元 宫 志 那么 ， 对 于 所 有 的 i(i=0,1,…)， 


有 vieX，vileY。 又 由 于 w 个 i， 使 得 k=2i+1， 并 且 回 路 p 

























的 长 度 应 为 2i+1+1=2i+2。 这 > 可 能 有 长 度 为 奇数 的 回路 。 
接着 证 明 充 分 性 ， 即 假设 无 向 图 通 图 ， 如 若 不 然 ， 我 们 可 以 对 于 某 个 连 
通 分 支 进行 证 明 。 在 图 @ 的 结 点 和 点 Vv。， 并 且 将 d(vo,v) 记 为 由 结 点 v 到 达 
结 点 v 人 X34V| d( vo,v ) 为 偶数 并 且 v 是 结 点 集 V 中 的 结 点 }， 
Y=V-X,， 则 X ， 久 NY 为 空 集 。 养 且 对 于 所 有 的 边 (xi,yi)sE ， 如 果 结 点 xi,yi eX， 
那么 根据 集合 义 ， 必 定 存在 一 条 路 径 pl: veuu…uasxi 及 另 一 条 路 径 po: 





Vowiwzsy Wayj， | 并 且 路 径 pi 与 路 径 ps 的 边 数 都 为 偶数 。 又 因为 边 (x;,y,)eE， 所 以 存在 
着 加 dm XiyjWawWwa…WiVo， 并 且 回 路 H 的 边 数 |H|=|piltlpzHt1 为 奇数 ， 这 
Nn G 中 没有 长 度 为 奇数 的 回路 这 个 前 提 相 矛盾 。 因 此, 结 点 x, 与 结 点 y, 不 能 在 同一 个 

















集会 中 。 同 理 可 证 , 它们 也 不 能 在 同一 个 结 点 集合 Y 中 。 这样 , 结 点 x; 与 结 点 yi 必 
个 在 集合 X 中 ， 而 另 一 个 在 集合 Y 中 ， 因 此 ， 图 G 一 定 是 二 部 图 。 
综合 以 上 两 个 方面 ， 二 部 图 的 判定 定理 7.9 成 立 ， 证 毕 。 
定理 7.9 提供 了 一 个 方法 来 判断 给 定 的 一 个 无 向 图 G 是 否 为 一 个 二 部 图 ， 如 果 是 二 部 
图 ， 就 可 以 利用 如 下 所 述 的 匈牙利 树 算法 ， 来 寻找 在 这 个 二 部 图 中 的 最 大 匹配 。 
令 图 G=(VE) 是 一 个 无 向 图 , 定理 7.7 和 定理 7.8 提供 了 一 种 在 图 G 中 寻找 最 大 匹配 的 
方法 ， 即 首先 从 一 个 空 匹配 M 起 始 ， 在 无 向 图 G 中 寻找 匹配 M 的 一 条 增 广 路 径 p， 然 后 
执行 M@p 的 操作 ， 这 实际 上 是 反 转 增 广 路 径 p 中 边 的 作用 ， 即 将 增 广 路 径 p 中 已 经 匹配 
过 的 边 变 成 自由 的 边 ， 同 时 将 自由 的 边 变 成 已 经 匹配 过 的 边 ， 从 而 可 以 得 到 一 个 新 的 匹配 
M,， 通 过 这 样 一 种 操作 ， 可 以 使 这 个 新 的 匹配 M 比 旧 的 匹配 的 边 数 多 1。 重复 以 上 的 操作 ， 
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直到 二 部 图 G 中 不 包含 匹配 M 的 增 广 路 径 时 为 止 。 根据 定理 7.8， 这 时 ， 匹 配 M 即 是 二 部 
图 G 中 的 最 大 匹配 。 
在 使 用 上 面 的 方法 时 ， 假 定 在 某 一 个 阶段 ， 二 部 图 G 中 存在 一 个 匹配 M， 现 在 试图 通 
过 寻找 匹配 M 的 增 广 路 径 p 来 扩展 匹配 M。 如 果 将 结 点 集 X 中 的 结 点 称 为 xvertex， 将 结 
点 集 Y 中 的 结 点 称 为 yvertex。 初始 时 , 我 们 选择 一 个 自由 的 xvertex 结 点 root 作为 根 结 点 ， 
并 且 由 根 结 点 root 出 发 生成 一 棵 交错 轨道 树 ， 从 根 结 点 root 开始 ， 2 
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径 ， 都 是 交错 轨道 ， 并 将 这 棵 树 称 为 T。 树 T 的 构造 步骤 如 下 。 
(1) 从 根 结 点 root 开始 ， 把 连接 该 根 结 点 root 与 yvertex 结 点 y 的 所 有 自由 的 边 (r,y) 加 
自由 的 边 , 将 


























进 树 T 中 , 结 点 y 的 tag 标志 设置 成 为 0, 说 明 结 点 y 与 前 方 结 点 的 关 
这 样 的 结 点 称 为 inner( 内 ) 结 点 。 
(2) 对 于 树 工 中 的 每 一 个 与 根 结 点 root 相 邻 接 的 结 点 外 和 
就 将 其 加 入 进 树 T 中 ,并且 将 结 点 z 的 tag 标志 设置 成 ; 必 明 结 点 z 与 前 方 结 点 的 关联 
边 是 已 经 匹配 过 的 边 ， 并 将 这 样 的 结 点 称 为 outer( 外 ) 结 
(3) 重复 上 面 的 步骤 ， 交 错 地 加 进 自由 的 边 和 已 经 婚配 过 的 边 ， 直 到 不 能 再 对 该 树 T 
进行 扩展 为 止 。 
(4) 如 果树 T 中 存在 着 一 个 叶子 结 点 v 点 结 点 root 到 该 叶子 结 
点 v 的 路 径 ， 即 是 匹配 M 的 一 条 增 户 路径 忘 的 作用 ( 即 自由 的 边 换 成 
已 经 匹配 过 的 边 ， 已 经 匹配 过 的 边 来 的 匹配 M 中 增加 了 一 条 
匹配 的 边 。 


(5) 如 果树 T 中 的 所 有 中 了 对 绪 点 都 是 已 综 寺 的 结 点 ， 那 么 就 称 这 样 的 树 为 匈 牙 
利 树 。 ~ | 

如 果树 T 是 匈 牙 te 结 点 开始 出 发 的 所 有 交错 轨道 ， 都 在 已 经 匹配 过 
的 结 点 处 结束 * 没 有 办 行 扩展 。 国 此 ， 可 以 得 出 以 下 的 结论 : 如 果 在 检索 增 广 路 径 
的 过 程 中 ， 检 索 牙 利 树 ， 就 可 以 永久 地 将 其 从 二 部 图 G 中 删 去 ， 而 不 会 影响 检索 
下 面 ， 花 一 个 例子 加 以 说 明 。 
-4 所 示 的 二 部 图 G 中 ， 存 在 匹配 M={(a,b,(dh),(ei)}。 现 在 ， 如 果 我 们 试图 扩 
首先 应 从 自由 的 xvertex 结 点 b 开始 构造 交错 轨道 树 T， 边 (b.D、 边 (bb) 及 边 
由 的 ， 把 它们 加 入 到 交错 轨道 树 T 中 ;接着 ， 边 (fa)、 边 (hb) 及 边 (ie) 是 已 经 过 
4 边 ， 也 将 它们 加 入 到 交错 轨道 树 T 中 ; 最 后 ， 将 边 (dk) 加 入 到 树 T 中， 这 样 一 来 ， 
就 会 得 到 一 条 增 广 路 径 b,h,d,k。 将 这 条 路 径 上 的 边 的 操作 反 转 ( 即 自由 的 边 换 成 已 经 匹配 过 
的 边 ， 已 经 匹配 过 的 边 换 成 自由 的 边 )， 得 到 新 的 匹配 。 现 在 ， 从 自由 的 结 点 c 开始 构造 交 
错 轨道 树 ， 当 这 棵 树 延 伸 到 结 点 a 和 结 点 e 时, 便 被 阻塞 。 于 是 , 得 到 了 图 7.5 所 示 的 交错 
轨道 树 ， 由 于 这 棵 树 的 两 个 叶子 结 点 都 是 已 经 匹配 过 的 。 因 此 ， 这 就 是 一 棵 匈牙利 树 ， 不 
存在 增 广 路 径 ， 不 可 能 再 通过 这 棵 树 扩展 图 中 的 匹配 。 这 时 ， 图 中 就 再 也 没有 其 他 自由 的 
xvertex 结 点 可 以 用 于 构造 交错 轨道 树 。 于 是 ， 图 7.4 所 示 的 二 部 图 的 最 大 匹配 就 是 
{(a,f),(b,h),(e,),(d,k)}。 
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(2) 如 果 存在 一 个 


则 ， 算 法 结束 。 ~ 
(3) 令 结 点 root 是 
结 点 ， 构 造 一 


E node[n]; 
nt match[n]; 
int path[n]; 
BOOL block[n]; 
typedef struct qnode { 
int v; 
int tag; 
struct qnode *next; 
} QNODE; 
typedef struct { 
QNODE *head; 
QNODE *tair; 
} QNODE; 














图 G 中 删 去 这 棵 树 ， 否 则 ， 在 交错 








增 广 路 径 p， 并 且 令 匹配 M 执行 M@p 操作， 青 转 步 又 (2) 执 行 。 
绍 实现 这 个 构造 二 部 图 的 最 大 匹配 算法 时 需要 使 用 的 一 些 数据 类 型 和 


/* 结 点 的 邻接 表 */ 

/* 与 该 元 素 对 应 结 点 匹配 的 结 点 编号 */ 

/* 该 元 素 对 应 结 点 在 交错 轨道 树 上 的 父 结 点 的 编号 */ 
/* 该 元 素 对 应 结 点 在 交错 轨道 树 上 的 阻塞 标志 */ 
/* 广 度 优先 搜索 队列 元 素 */ 

/* 结 点 的 编号 */ 

/* 结 点 在 交错 轨道 树 上 的 作用 标记 */ 

/* 下 一 个 待 搜索 的 元 素 */ 


/* 搜 索 队 列 */ 
/* 队 列 的 头 指针 */ 
/* 队 列 的 尾 指 针 */ 


使 用 匈牙利 树 算法 构造 一 个 二 部 图 的 最 大 匹配 的 实现 过 程 可 以 被 描述 为 算法 7.7。 
算法 7.7 在 一 个 二 部 图 中 寻找 最 大 匹配 的 匈牙利 树 算法 

输入 : 的 结 点 邻接 表 node[ ]， 二 部 图 中 的 结 点 数目 n，xvertex 结 点 数目 nl 
输出 : 二 部 图 的 最 大 匹配 match[ ] 
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在 上 面 所 述 的 算法 bipartite_match 中 , match 数组 用 来 存放 与 相应 元 素 的 结 点 存在 已 经 
匹配 过 的 边 的 邻接 结 点 的 编号 。 当 match[i] 等 于 j 时 ， 即 表示 边 (ij) 是 已 经 匹配 过 的 边 ; 当 
match[ 让 等 于 -1 时 ， 即 表示 结 点 i 是 自由 的 结 点 。 算 法 7.7 的 第 9 行 和 第 10 行 的 工作 是 将 
match 数组 的 所 有 元 素 都 初始 化 为 -1。 从 算法 的 第 11 行 开始 ,执行 一 个 永 真 的 while 循环 。 
在 这 个 while 循环 中 ， 第 12 一 16 行 主要 对 于 自由 的 xvertex 结 点 进行 检索 ， 即 如 果 不 存在 
自由 的 xvertex 结 点 ， 那 么 就 退出 while 循环 ， 算 法 结束 ; 如 果 存在 自由 的 xvertex 结 点 ， 
那么 结 点 root 就 是 第 一 个 遇 到 的 自由 的 xvertex 结 点 。 第 17 一 21 行 主要 对 于 自由 的 yvertex 


of 
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结 点 进行 进一步 检索 ， 即 如 果 不 存在 自由 的 xvertex 结 点 ， 那 么 就 退出 while 循环 ， 算 法 结 
束 ; 如 果 存 在 自由 的 yvertex 结 点 , 那么 就 调用 第 22 行 的 hungbfs 函数 , 构造 交错 轨道 树 T。 
如 果 函 数 hungbfs 的 返回 值 为 FALSE， 则 说 明 所 构造 的 交错 轨道 树 T 即 是 一 棵 匈牙利 树 ， 
这 时 ，block 数组 表明 匈牙利 树 中 被 阻塞 的 叶子 结 点 的 位 置 ， 即 如 果 block[i]=TRUE， 就 表 
明 交 错 轨道 的 延伸 在 结 点 i 处 被 阻塞 。 此 时 , 结 点 i 即 是 匈牙利 树 被 阻塞 的 叶子 结 点 。 根据 
path[j 的 值 ， 可 以 寻找 到 交错 轨道 中 的 结 点 i 的 父 结 点 。 可 以 利用 以 上 这 些 信 息 F 根据 算 法 
第 23 一 32 行将 匈牙利 树 中 与 这 些 结 点 相关 联 的 边 依次 删 去 ， 即 在 此 以 后 都 不 会 
再 使 用 到 这 些 结 点 的 关联 边 。 如果 函数 hungbfs 的 返回 值 为 TRUE, 那 从 就 说 
树 T 中 存在 着 一 条 增 广 路 径 p， 其 中 的 一 个 端点 为 t。 这 样 一 来 ， 在 个 
行 ， 即 是 根据 数组 path 的 路 径 信息 ， 从 端点 + 开始 依次 向 前 倒 推 ， 径 p 上 结 点 
的 匹配 标志 。 然 后 ， 回 到 while 循环 的 起 始 部 分 ， 继 续 搜索 路径。 
函数 hungbfs 执行 的 主要 功能 就 是 以 root 结 点 作为 根 棵 交错 轨道 树 T， 
> 表示 是 否 搜索 到 了 一 条 
卉 被 该 算法 初始 化 为 FALSE。 第 
- 作 王 以便 在 构造 交错 轨道 树 时 





































































增 广 路 径 。 在 第 50 行 和 第 51 行 的 初始 化 过 程 中 ， 
54 一 55 行 主要 是 建立 一 个 搜索 队列 ， 并 对 其 进行 
0` 行 生成 树 的 第 一 层 结 


进行 广度 优先 搜索 使 用 ， 第 56 一 61 行 初 始 化 

点 ， 这 些 结 点 都 与 自由 的 root 结 点 相 邻 接 ， 和 和， 队列 中 去 ， 将 它们 的 

tag 标志 设置 成 为 0， 表 示 它 们 是 i ， 并 hn 的 边 是 自由 的 边 ; 将 布 

TAN 这 些 结 品 忆 经 被 访问 过 ; 数组 path 中 的 相应 
W 


元 素 设 置 成 为 root， 用 来 表示 海 ' 的 父 结 点 是 root。 从 第 71 行 起 始 的 
while 循环 主要 进行 的 是 广 ; a 9=75 行 取 下 搜索 队列 的 队 首 元 素 ， 得 
到 该 元 素 的 结 点 编号 以 用 恒 g 标志 + et 即 只 要 搜索 到 一 条 增 广 路 径 ， 
flag 标志 就 被 设置 成 ， 这 时 六 就 停止 对 于 取 下 来 的 元 素 进行 处 理 ， 并 且 继 续 把 搜 
索 队列 中 的 记录 项 取 下 来 队列 清空 时 为 止 ， 然 后 ， 把 路 径 信息 path 及 端点 的 
信息 返回 给 调用 交 们 的 主 程序 。 如 果 fagi 标 志 为 FALSE， 就 对 从 搜索 队列 中 取 下 来 的 元 素 
进行 处 理 ,7 根据 编号 为 w 的 结 点 的 tag 标志 进行 工作 ;在 第 77 行 ， 如 果 tag 标志 等 于 0， 
就 说 es 父 结 点 的 关联 边 是 自由 的 边 ， 这 时 ， 如 果 结 点 w 是 自由 的 结 点 ， 那 么 就 
表明 自 颖 上 Seot 开始 到 结 点 w 结束 的 路 径 构成 为 一 条 增 广 路 径 。 第 78 一 81 行 就 是 判断 并 

理 这 种 情况 ， 这 时 ， 将 标志 flag 的 值 设置 成 为 TRUE， 并且 将 结 点 w 作为 增 广 路 径 的 
次 总 k 志 回 给 调用 它 的 程序 。 如 果 结 点 w 是 已 经 匹配 过 的 结 点 ， 不 妨 设 已 经 匹配 过 的 边 为 
(wt 就 将 结 点 v 放 入 当前 的 搜索 队列 中 ， 并 且 将 结 点 v 的 tag 标志 设置 成 为 1， 表示 它 是 
outer 结 点 ， 其 与 父 结 点 的 关联 边 是 已 经 匹配 过 的 边 ， 如 果 该 结 点 v 在 其 交错 轨道 树 上 有 后 
续 的 结 点 ， 那 么 结 点 v 与 其 后 续 结 点 的 关联 边 就 应 该 是 自由 的 边 。 然 后 ， 将 结 点 w 作为 结 
点 v 的 父 结 点 ,并且 将 其 记录 到 数组 path 中 去 ， 从 而 可 以 将 当前 的 交错 轨道 延伸 到 结 点 v。 
算法 7.7 的 第 83~90 行 处 理 的 就 是 以 上 所 述 的 情况 。 如 果 结 点 w 的 tag 标志 为 1， 则 表明 
该 结 点 w 与 其 父 结 点 的 关联 边 是 已 经 匹配 过 的 边 ， 那么 ,此 结 点 w 与 其 他 结 点 的 关联 边 将 
必定 是 自由 的 边 。 这 样 ， 我 们 就 将 与 该 结 点 w 构成 自由 的 边 的 所 有 那些 尚未 被 访问 的 邻接 
结 点 v 都 放 入 到 搜索 队列 中 ， 并且 将 它们 的 tag 标志 设置 成 为 0， 从 而 可 以 将 交错 轨道 树 延 
伸 到 这 些 结 点 ， 此 时 ， 结 点 w 就 成 为 了 由 这 些 结 点 所 组 成 的 子 树 的 根 结 点 。 算 法 7.7 的 第 
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93 一 107 行 处 理 的 就 是 上 面 这 些 情况 。 如 果 结 点 w 没有 与 其 相关 联 的 自由 的 边 ， 那 么 从 结 
点 root 开始 到 结 点 w 结束 的 交错 轨道 将 在 w 结 点 处 阻塞 而 不 能 进行 延伸 ， 又 由 于 w 结 点 
是 已 经 匹配 过 的 结 点 ， 因 此 这 条 路 径 就 不 是 增 广 路 径 。 倘 若 出 现 这 种 情况 ， 就 应 将 w 结 点 
的 阻塞 标志 设置 成 为 TRUE 值 ， 正 如 算法 7.7 的 第 109 行 所 示 的 那样 。 最 后 ， 当 搜索 队列 
为 空 队列 时 ， 或 者 检索 到 一 条 增 广 路 径 时 ， 以 上 的 while 循环 执行 结束 ， 并 且 将 flag 标志 
作为 返回 值 返 回 给 调用 的 程序 ， 同 时 ， 调 用 程序 可 以 通过 数组 path 及 其 数组 bl6ck 得 到 其 
他 相关 的 信息 。 

最 后 ， 我 们 简单 地 讨论 上 面 的 算法 7.7 的 时 间 复 杂 度 与 空间 复杂 度 。 不 
设 一 个 二 部 图 G=(V,E) 的 结 点 数目 为 n， 边 的 数目 为 m。 则 根据 前 面 难看 出 ， 函 数 
hungbfs 执行 广度 优先 搜索 过 程 ， 检 索 到 一 条 增 广 路 径 ， 需 要 耗 间 复 杂 度 为 
O(n+m) 。 又 因为 二 部 图 G 中 有 nm 个 结 点 ， 其 中 ，xvertex 结 点 数目 小 于 n， 因 此 ， 最 多 需 
要 检索 出 O(n) 条 增 广 路 径 。 综 上 所 述 ， 算 法 7.7 的 计算 时 间 复 杂 度 为 O(n *m) 。 这 个 算法 
除了 存放 作为 输入 使 用 的 邻接 表 需 要 消耗 的 空间 开销 为 G@(m) Ql(n*n) 之 外 ， 算 法 用 于 存 
放 结 点 的 匹配 标志 、 路 径 信息 、 搜 索 队 列 及 其 余 所 时 间 开 销 应 为 @(n) 。 









































































































本 章 首先 介绍 了 图 的 遍历 的 基 7 > Se 
流量 中 容量， 以 及 增 广 路 径 等 的 基本 概念 、 
I 两 种 不 同 的 算法 一 一 最 大 容量 扩展 


并 且 详 细 讨 论 了 如 何 求解 一 个 网 络 
算 数据 结构 、 详 细 的 算法 设计 过 程 及 其 分 


算法 与 最 短路 径 扩展 算法 的 算法 设 
别 对 这 两 个 不 同 算法 的 由 
二 部 图 的 最 大 匹配 问 





东 为 匈牙利 树 算法 ， 并 且 详 细 讨 论 了 这 个 算法 的 设 
设计 过 程 及 其 分 别 对 这 两 个 不 同 算法 的 时 间 复 杂 度 





提 的 是 :网络 最 大 流 问 题 与 二 部 图 的 最 大 匹配 问题 都 是 深度 优先 搜索 遍历 算法 
搜索 遍历 算法 的 具体 应 用 的 实际 例子 ， 这 就 说 明 在 求解 关于 图 论 中 的 问题 时 ， 








课 后 阅读 材料 


实例 分 析 





下 面 ， 我 们 通过 对 两 道 例 题 到 的 分 析 ， 详 细 介绍 上 面 的 算法 对 于 求解 网 络 最 大 流 问 题 ， 
以 及 二 部 图 最 大 匹配 算法 思想 的 实现 过 程 。 

【任务 7.1】( 卖 猪 问 题 ) 麦 克 在 一 个 养 猪 场 工 作 ， 养 猪 场 里 有 M 个 猪 圈 ， 每 个 猪 圈 都 上 
了 锁 。 由 于 麦克 没有 钥匙 ， 因 此 他 不 能 打开 任何 一 个 猪 圈 。 需 要 买 猪 的 顾客 一 个 接着 一 个 
地 来 到 了 养 猪 场 ， 每 个 顾客 都 有 一 些 猪 圈 的 钥匙 ， 并 且 他 们 要 购买 一 定数 量 的 猪 。 某 一 天 ， 


全 
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所 有 要 到 养 猪 场 买 猪 的 顾客 ， 他 们 的 信息 就 是 要 提前 让 麦克 知道 的 。 这 些 信息 包括 : 顾客 
所 拥有 的 钥匙 (详细 到 有 几 个 猪 圈 的 钥匙 ， 有 哪 几 个 猪 图 的 钥匙 )、 需 要 购买 猪 的 数量 。 这 
样 对 麦克 很 有 好 处 ， 他 可 以 安排 销售 计划 以 便 卖 出 的 猪 的 数量 最 大 。 

更 详细 的 销售 过 程 为 ， 当 每 一 个 顾客 到 来 时 ， 他 将 那些 他 拥有 钥匙 的 猪 圈 全 部 打开 : 
麦克 从 这 些 猪 圈 中 挑 出 一 些 猪 卖 给 他 们 :如果 麦克 愿意 ， 他 可 以 重新 分 配 这 些 被 打开 的 猪 
圈 中 的 猪 ， 当 顾客 离开 时 ， 猪 圈 再 次 被 锁 上。 注意 ， 猪 圈 可 以 容纳 的 猪 的 数量 没有 限制 。 
试 编写 一 个 程序 ， 计 算 麦 克 这 一 天 可 以 卖 出 的 猪 的 最 大 数量 。 

解 题 思路 A 


解决 任务 7.1 的 关键 在 于 怎样 构造 一 个 容量 网 络 。 在 这 个 问 Sorx 
法 来 构造 容量 网 络 。 


(1) 将 顾客 看 作 除 源 点 和 汇 点 之 外 的 结 点 ， 并 且 另 外 六 赴 点 ， 即 源 点 与 汇 点 。 
(2) 源 点 与 每 个 猪 圈 的 第 一 个 顾客 用 边 相 连 ， 边 的 权 值 是 起 始 时 猪 圈 中 猪 的 数量 。 
将 这 的 权 值 进行 合并 ， 这 样 

































(4) 顾客 j 紧 跟 在 顾客 i 之 后 打开 某 个 猪 回 则 边 (Nj) 的 术 值 入 为 <， 这 是 因为 ， 如 果 
顾客 j 紧 跟 在 顾客 i 之 后 打开 茶 个 猪 图， 则 麦 旬 蕊 可 能 根据 诉 容 } 


买 到 尽 可 能 多 的 猪 。 









望 购买 的 猪 的 数目 ， 因 此 ， 


值 目 
对 于 的 表示 */ 


/* 猪 圈 数 :1<M<1000*/ 
/* 顾 客 数 :1<N<100*/ 











(5) 每 个 顾客 与 汇 点 之 间 用 边 
汇 点 的 流入 量 就 是 每 个 顾客 所 购 5 
解决 任务 7.1 的 参考 程 


/* 源 点 */ 
/* 汇 点 */ 
/*N+2 个 结 点 (包括 源 点 与 汇 点 ) 之 间 的 容量 Cij*/ 
A /* 结 点 之 间 的 流量 Fii*/ 
| EE /* 设 置 循环 变量 */ 
sl de 
NN void init() /* 初 始 化 函数 , 构造 网 络 流 */ 
Wt 
oz int M; /* 设 置 猪 圈 的 数量 */ 
1 int N; /* 设 置 顾客 的 数量 */ 
14. int num; /* 每 个 顾客 拥有 钥匙 的 数量 */ 
15. int ie /* 第 k 个 猪 圈 的 钥匙 */ 
16. int house [MAXM] /* 存 储 每 个 猪 圈 中 猪 的 数量 */ 
1395 int last[MRAXM] /* 存 储 每 个 猪 圈 的 前 一 个 客户 的 序号 */ 
18 memset (last,0,sizeof (last)); 
19. memset (customer, 0, sizeof (customer)); 
0 scanf ("sd%d", &M, EN) ; 
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【任务 7.2】( 机 器 调度 问题 ) 众 所 周知 ， 机 器 调度 问题 是 计算 机 科学 中 非常 经 典 的 一 个 
问题 ， 己 经 被 研究 很 长 一 段 时 间 了 。 各 种 机 器 调度 问题 在 以 下 方面 差别 很 大 ， 必须 满足 的 
约束 条 件 及 期 望 得 到 的 调度 时 间 表 。 现 在 考虑 一 个 针对 两 台 机 器 的 机 器 调度 问题 。 

假设 有 两 台 机 器 ， 机 器 A 和 机 器 B。 机 器 A 有 n 种 工作 模式 ， 分 别称 为 
mode_0,mode_1,…,mode_n-1; 机 器 B 有 m 种 工作 模式 ,分 别 为 mode_0,mode_1,…,mode_m-1。 


@y 





Px 
i 7 章 图 论 与 网 络 流 问题 
ee 一 


初始 时 ， 机 器 A 和 机 器 B 都 工作 在 模式 mode 0。 

现在 我 们 给 定 k 个 作业 ， 每 个 作业 可 以 工作 在 任何 一 个 机 器 的 特定 模式 下 。 例 如 ， 作 
业 0 可 以 工作 在 机 器 A 的 模式 mode_ 2 或 者 机 器 B 的 模式 mode 3; 作业 1 可 以 工作 在 机 器 
A 的 模式 mode 3 或 者 机 器 B 的 模式 mode 4 等 。 因 此 ， 对 于 作业 j， 调 度 中 的 约束 条 件 可 
以 表述 成 一 个 三 元 组 (i,x,y), 意思 是 作业 i 可 以 工作 在 机 器 A 的 mode x 模式 或 者 机 器 B 的 






























mode_y 模式 。 

显而易见 ， 为 了 完成 所 有 的 作业 ， 必 须 经 常 切 换 机 器 的 工作 模式 ， 可 7 ， 机 器 
工作 模式 的 切换 只 能 通过 手动 重启 机 器 完成 。 试 编写 一 个 程序 来 实现 : /改变 4 执行 顺 
序 ， 给 每 个 作业 分 配合 适 的 机 器 工作 模式 ， 使 得 重启 机 器 的 次 数 最 少 。 

解 题 思路 

首先 构造 一 个 二 部 图 :将 机 器 A 的 n 种 工作 模式 (mode) sm 种 工作 模式 (mode) 
看 作 图 的 顶点， 如 果菜 个 任务 可 以 在 机 器 A 的 mode i 向 mode_j 上 完成 ， 那 么 
从 Ai 至 B; 有 一 条 边 相 连接 ， 这 样 就 可 以 构造 一 个 三 .6 所 示 。 


二 六 + a 
ly A 


AT 
wy 


任务 7.2 需要 3 最 水 感 履 盖 集 问题 ， 也 就 是 求 最 小 的 顶点 集合 ， 和 覆盖 住所 
有 的 边 。 转 换 成 为 3 问题 ， 因 为 二 部 图 的 点 覆盖 数 a 等 于 匹配 数 B 。 





























此 外 ， 因此 对 于 那些 可 以 工作 在 机 
器 A 的 mode-0 [ 作 在 机 器 B 的 mode_0 模式 下 的 作业 ， 在 完成 这 些 作业 时 是 不 
rt 的 。/ 
4 71 的 参考 程序 如 下 。 
NA #define maxn 120 
你 -nn /* 机 器 A 的 工作 模式 数目 */ 
3. int mx; /* 机 器 B 的 工作 模式 数目 */ 
4. int jobnum; /* 作 业 数目 */ 
5. int g[maxn] [maxn]; /* 所 构建 的 二 部 图 */ 
6. int ans; /* 最 大 匹配 数目 */ 
上 int sx[maxn]; 
8. int sy[maxn]; ”/* 函 数 path 所 表示 的 DFS 算法 中 用 来 标明 项 点 访问 状态 的 数组 */ 


9 int cx[maxn]; 

10，int cy [maxn]; /* 求 得 的 匹配 情况 , 集合 X 中 的 顶点 i 匹配 给 集合 Y 中 的 顶点 cx [i] */ 

11. int path (int u) /* 从 集合 xX 中 的 顶点 u 出 发 采用 深度 优先 算法 寻找 增 广 路 径 , 这 种 
增 广 路 径 只 能 使 当前 的 匹配 数量 增加 1*/ 


" 207 
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CC we osm 
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iE 夫 间 国 | 国内 六 诸城 市 之 间 的 交通 线 组 成 一 个 庞大 的 
运输 网 络 。 如 图 7.7 质 示 在 这 些 城市 香 有 二 个 城市 所 管辖 的 范围 内 出 产 的 各 种 货物 通过 
各 条 运输 线 专门 供应 到 另外 特定 的 大 城市 t。 在 这 些 城市 中 ,城市 i 到 城市 j 的 货物 输送 受 
限于 该 运输 线 卡 的 运输 能 力 奋 。 假 设 城市 s 一 次 可 以 提供 的 货物 足够 多 。 问 货物 同时 从 城市 


s 经 过 物流 运输 同 络 运送 到 城市 t 的 最 大 运输 量 是 多 少 。 试 设计 一 算法 实现 这 个 问题 。 





7.7 ”物流 运输 网 络 


输入 


输入 文件 中 包含 多 个 测试 数据 。 每 个 测试 数据 的 第 1 行为 两 个 整数 n 和 en 和 100)， 分 
别 是 城市 的 数目 以 及 该 运输 网 络 中 的 道路 数目 e。 以 下 共有 e 行 , 每 一 行 有 3 个 整数 ab 和 


鹃 
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c, 之 间 空 出 一 格 ,表示 由 城市 a 至 城市 b 的 道路 上 运输 的 最 大 容量 为 (1 a,b<n,c 志 10000) 。 
输出 
对 每 组 有 n 个 城市 的 运输 网 络 ， 以 1 为 源 点 、n 为 汇 点 ， 输 出 最 大 的 运输 量 。 
输入 样 例 输出 样 例 
9 17 
1 2 8 
1 556 
1 3 4 
1 45 
2 67 
2 
§,. 并 
3 7 4 
4 3 2 
4 73 
让 3 
5 9 4 
和 
5 9. 
6 9 4 
7 8 .6 
8 9 7 










2，[ 住 宿 安排 gs. 他 全 
议 ，B 和 认识 ,但 是 这 并 不 表示 A 和 CC 认识 。 现在 你 知道 所 有 两 两 认识 


的 学 生 ， 你 要 将 i 分 成 两 组 ， 每 组 中 的 学 生 都 不 互相 认识 。 如 果 可 以 守成， 那么 就 
把 他 人 进 一 些 双人 房间 中 , 记 住 ， 每 个 房间 中 只 有 是 上 面 给 出 的 互相 认识 的 两 个 学 生 ， 
也 就 识 的 人 才能 够 住 在 一 个 房间 中 。 试 设计 一 个 算法 计算 出 最 多 能 够 被 安排 进 


间 数 。 


入 文件 中 包含 多 个 测试 数据 。 每 个 测试 数据 的 第 1 行为 两 个 整数 n 和 m(1<n 和 200) 。 
表示 有 个 学 生 m 对 相互 认识 的 学 生 。 接 下 来 的 m 行 给 出 认识 的 每 对 学 生 。 以 EOF 结束 。 


输出 


如 果 学 生 不 能 被 分 成 为 两 组 ， 那 么 就 输出 No!; 如 果 学 生 可 以 被 分 成 为 两 组 ， 就 输 : 
可 以 安排 进 学 生 的 最 大 的 房间 数目 。 


@r 

















输入 样 例 输出 样 例 
4 4 No! 
1 2 


CO we menoem 
GO - 


DoD 一- 
家 wwmbwwm 上 wm 


. [课程 安排 问题 ] 有 N 个 学 生 和 了 门 课程 。 每 个 学 生 可 以 i 1 门 或 者 多 门 课 
程 。 你 的 任务 就 是 确定 是 否 有 同时 满足 下 面条 件 的 P 个 学 生 群 : 群 中 的 每 个 学 生 只 
代表 一 门 课程 ， 每 门 课程 有 一 个 代表 。 试 设计 一 个 算法 实 

输入 

输入 文件 中 包含 多 个 测试 数据 。 第 1 GN 示 测 试 数据 的 组 数 。 每 组 数据 
具有 以 下 的 格式 : 

PN 


Count_1 Student,Student,,:.Stude, Ny 2 
Count 2 Student,iStudent,,. SS 
7 NE 





Count P Pn, 
每 组 数据 的 第 一 
接 下 来 是 P 行 ， en 
一 个 是 整数 Count_i(0 en 
程 i 的 学 生 编 枚 日 才 所 之 则 有 一 个 
2 






.2 学 生 人 数 N(1<N<300)。 
到 第 了 门 课程 。 并且 第 i 门 课程 的 描述 行 中 第 
选择 课程 i 的 学 生 人 数 ， 接 着 是 Count_i 个 选择 课 
， 学 生 编号 由 1 至 N。 两 组 测试 数据 之 间 没有 


2 如 果 可 以 形成 一 个 群 ， 那么 一 行 输出 YES!， 如 果 不 能 
， 那 么 一 行 输出 NO! 行 首 没有 多 余 的 空格 。 
样 例 输出 样 例 
YES! 
NO! 


fy 


Le 


DO 一 Dw 
i 








50' 
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1 1 
4. [小 行星 问题 ] 安 娜 想 驾 驶 太空 飞船 穿 过 危险 的 形 如 N*N 网 格 的 小 行星 区 域 (1 <N< 
0)。 网 格 中 有 K 个 小 行星 (1 三 K 志 10000)， 随 意 地 分 布 于 网 络 的 小 格 中 。 幸 运 的 是 ， 安 娜 























有 一 个 大 功率 武器 可 以 开 一 枪 清除 网 格 中 一 行 或 者 一 列 上 的 所 有 小 行星 。 由 于 武器 相当 昂 
贵 ， 因 此 她 希望 节约 使 用 。 现 在 给 定 区 域 中 所 有 小 行星 的 位 置 ， 编 写 一 个 程序 找 出 安娜 需 
要 清 


开 。 








接 下 来 的 K 行 ， 每 行 有 两 个 用 空格 隔 开 的 整数 R 和 C(1<R， C 分 别 表示 
个 小 行星 所 在 的 行 坐标 和 列 坐标 。 


输出 


清除 所 有 小 行星 的 最 少 开火 次 数 。 
内 人 
输入 文件 中 包含 多 个 测试 数据 。 每 个 测试 数据 的 第 1 行 有 用 空 SS 和 整数 



















对 于 每 组 测试 数据 ， 输 出 一 行 : 安 火 的 最 小 次 数 

输入 样 例 

3 4 2 > 

| 2 Roy 六 

>v 络 

pe 3 

3 2 

5. [运动 员 最 佳 匹 配 问 题 ]3 i n 个 人 。 男 运动 员 i 和 女 运 动员 j 
配对 组 成 混合 双打 的 男 运动 i 云 运动 员 i 和 男 运动 员 j 配合 的 女 运动 
员 竞赛 优势 记 为 q[i][j]s 术 配 合 因素 影响 ,p 吕 中 不 一 定 等 于 qi， 
因此 男 运动 员 i 和 女 运 配对 组 流 合 双打 的 男女 双方 的 竞 守 人 势 为 pGJDJsqDC 试 
人 女 运 动员 的 最 佳 配对 方案 ， 使 得 各 组 男女 双方 竞赛 的 优势 总 和 达到 最 





es 每 个 测试 数据 的 第 1 行 有 一 个 正 整数 n(1 入 n 乏 40)。 接 
的 2 


n 行 ， 每 行 有 n 个 数 。 在 前 面 的 n 行 中 的 第 i 行 是 男 运动 员 i 和 n 个 女 运动 员 配合 
% 后 面 的 n 行 中 的 第 i 行 是 女 运 动员 i 和 n 个 男 运 动员 配合 的 竞争 优势 。 
pe 
对 输入 文件 中 的 每 个 测试 数据 ， 输 出 男女 双方 配合 的 竞赛 优势 总 和 的 最 大 值 。 
输入 样 例 输出 样 例 
3 让 
到 站 和 3 


cy) 
SS 图 论 与 网 络 流 问 

(9 ee ~ 

3 要 学 

.i 
6. [排水 沟 问 题 ] 每 次 下 雨 的 时 候 ， 农 场 主 老 王 的 农场 里 就 会 形成 一 个 池塘 ， 这 样 就 会 
淹没 其 中 一 小 抉 土地 ， 在 这 块 土地 上 种 植 了 庄稼 。 这 意味 着 庄稼 要 被 水 流 没 一 段 时 间 ， 而 
后 要 花 很 长 时 间 才 能 重新 长 出 来 。 因 此 ， 老 王 雇 人 修建 了 一 套 排水 系统 ， 这 样 种 植 了 庄稼 
的 土地 就 不 会 被 淹没 。 因 为 雨水 被 排 到 了 附近 的 一 条 小 河中 。 与 此 同时 ， 老 王 还 诬 人 在 每 
条 排水 沟 的 起 点 安装 了 调节 阀门 ， 这 样 可 以 控制 流入 排水 沟 的 水 流速 度 。 


































池塘 里 的 水 通过 这 个 排水 系统 排 到 排水 沟 ， 并 最 终 排 到 小 河中 , 构 水 网 络 。 
给 定 排水 系统 ， 计 算 池 塘 能 通过 这 个 排水 系统 排水 到 小 河中 的 最 万 度 。 每 条 排 
水 沟 的 流水 方向 是 单方 向 的 ， 但 在 排水 系统 中 ， 流 水 可 能 构 F 
输入 


输入 文件 中 包含 多 个 测试 数据 。 每 个 测试 数据 
开 ,，0<M<200，2<N<200， 其 中 M 是 排水 沟 的 是 这 些 排 水 沟 形成 的 汇合 结 千 点 
数目 。 结 点 1 为 池塘 ， 结 点 N 为 小 河 。 接 下 来 行 , 每 行 一 条 排水 沟 ， 用 3 个 整 
数 来 描述 ，Si,Ei 和 Ci， 其 中 Si 和 Ei(1 <Sif ) 表 明了 起 点 和 终点 ， 水 流 
从 Si 流向 Ei，Ci(0 夺 Ci10000000) 表 示 通 过 i A 速度 。 


输出 了 
ed 人 表示 整个 排水 系统 可 以 从 池 





个 整数 M 和 N， 用 空格 隔 











塘 排 出 水 的 最 大 速度 
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Ne 在 海上 进行 资源 的 开采 就 必须 在 海上 
人 开采 站 ， 但 是 由 于 海底 矿藏 的 原因 ， 海 上 的 无 线 电信 号 非常 弱小 以 至 于 并 不 是 所 
采 站 都 能 够 直接 进行 联系 ， 但 是 海上 的 通信 又 是 必要 的 ， 所 以 每 两 个 开采 站 之 间 必 
须 能 够 进行 通信 (或 者 直接 进行 通信 或 者 通过 别 的 一 个 或 者 多 个 工作 站 进行 间接 通信 )。 当 
然 ， 由 于 通过 开采 以 后 的 资源 需要 运输 到 陆地 上 来 使 有 用， 因此， 海边 还 需要 有 n 个 港口 ， 
每 个 港口 都 能 与 一 个 或 者 多 个 工作 站 进行 直接 通信 。 
由 于 某 些 开采 站 之 间 无 法 进行 直接 通信 ， 因 此 为 了 船 航行 时 的 安全 ， 船 只 只 能 在 两 个 
直接 通信 的 开采 站 之 间 航 行 。 
由 于 海上 的 开采 工作 非常 辛苦 , 因此 海上 的 开采 人 员 需 要 适当 地 休息 (也 就 是 让 开采 的 
船只 返回 港口 ), 但 是 不 巧 的 是 某 一 次 有 n 艘 开采 的 船只 轮 在 一 天 休息 ， 并 且 它们 分 布 在 不 
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o 
同 的 工作 站 ， 现 在 它们 都 需要 返回 到 港口 去 ， 但 是 同时 一 个 港口 又 只 能 容纳 下 一 稻 船 只 。 


现在 所 有 的 船只 都 将 开始 返回 港口 ， 怎 样 选择 它们 的 航行 路 线 才能 使 它们 的 航行 路 线 之 和 
最 小 ? 试 设计 一 算法 实现 这 个 问题 。( 注 意 :船只 一 旦 进入 到 港口 之 后 就 不 会 出 来 了 。) 








输入 
输入 文件 中 包含 多 个 测试 数据 。 每 个 测试 数据 首先 给 出 n(1<n 志 100), mn 季 m 志 200)， 
k 和 p。 其 中 , n 表示 有 n 只 船 和 n 个 港口 ，m 表示 有 m 个 工作 站 ，k 表示 边 ， 并 且 






每 条 边 对 应 着 工作 站 之 间 的 联系 ，p 表示 有 p 条 边 ， 每 一 条 边 对 应 着 
联系 。 接 着 一 行 有 n 个 整数 ， 表 示 每 艘 船只 所 在 的 工作 站 。 接 着 有 
数 ab 和 ec， 表示 工作 站 a 和 工作 站 b 之 间 能 够 直接 相连 ， 距 离 为 

有 3 个 整数 d,e 和 f， 表 示 港 口 4 和 工作 站 e “XH 为 f。 工 作 站 是 从 1 





到 m; 港口 是 从 1 到 n。 一 直 输 入 到 文件 的 结束 。 
输出 
每 组 测试 输出 它们 的 航行 路 线 之 和 的 最 小 值 。 
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在 前 面 的 内 容 中 ， 我 们 已 经 给 WaT A 法 。 这 些 经 
典 算法 对 于 一 些 简单 的 优化 问题 解决 得 非常 成 功 ， 但 是 ， 在 我 从 生活 中 ， 仍 然 存 在 
着 许 许多 多 比较 复杂 的 优化 问题 。 de dele on ed 求解 ， 在 被 允许 的 时 
间 范 围 内 并 不 一 定 能 得 出 最 优 解 ， 即 在 使 用 经 典 算法 求解 荣 问题 时 ， 可 能 在 经 过 很 
长 时 间 后 ， 能 够 求解 得 到 问题 的 最 优 解 ， 但 是 实际 二 却 星 达 适 用 ， 尤 其 是 在 一 些 实时 控制 
系统 中 出 现 的 最 优化 问题 ， 既 要 求 获得 问题 的 解 ， bk 使 得 计算 时 间 不 是 太 长 。 在 这 
种 情况 下 ， 我 们 必须 引入 新 的 高 性 能 算法 求 = 
幸运 的 是 ， 在 大 自然 中 ， 蕴 藏 着 许 许多 多 的 智 格 。 我 们 将 这 些 宝贵 的 智慧 资源 提炼 出 来 ， 
结晶 以 后 为 我 们 所 运用 ， 形 成 了 本 A 能 算法 。 

一 般 说 来 ， 智 能 就 是 指 生 物 一 A me 通常 包括 以 下 几 个 方面 : 理 
解 、 计 划 、 解 决 问题 、 抽象 思 仿 了 E 力 。 通 过 模拟 以 上 各 种 不 同 
生物 种 群 的 各 种 能 力 ， 对 于 水上 Re 结果 ， 从 而 形成 了 以 下 3 种 类 型 的 
智能 形式 : 人 工 智 ECartilicial i D2 智能 (biological intelligence，BD 及 计算 
智能 (computational iniSllige 各 CD hE NG ey en 
能 ， 即 通过 普通 的 计算 机 实 讽 的 智能 。 侍 物 智能 就 是 将 各 种 不 同 生物 的 本 能 等 看 作 解 决 茶 
些 问题 所 应 具有 的 特殊 逢 能。 例如， 蚂蚁 砚 食 或 者 蜜蜂 采 密 等 虽然 是 生物 体 的 一 种 生存 本 
能 ， 但 是 我 们 可 以 这 些 能 力 提炼 出 来 ， 并 且 进 行进 一 步 地 加 工 ， 从 而 可 以 用 来 作为 解决 
某 志 优 秘 亲 题 所 具有 有 的 特殊 和 能 形式 。 计 算 智 能 取决 于 制造 者 提供 的 数据 ， 而 并 不 依赖 于 
知识 ， 江 证 算 智能 也 是 一 种 智力 方式 的 低层 认 知 。 通 过 设计 这 样 一 类 算法 ， 可 以 极 大 
SR 这 种 类 型 的 算法 统称 为 智能 算法 。 
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主要 就 目前 使 用 较 多 的 智能 算法 做 一 些 简 要 的 介绍 。 
8.1 遗传 算法 


生物 种 群 的 生存 过 程 普遍 遵循 着 达尔 文 的 “ 物 竞 天 择 ， 适 者 生存 ”的 演化 准则 。 种 群 
中 的 个 体 则 根据 对 其 所 处 环境 的 适应 能 力 而 被 大 自然 所 选择 或 者 淘汰 。 演 化 过 程 的 结果 反 
映 在 个 体 的 结构 上 ， 其 染色 体 包含 有 若干 个 基因 ， 相 应 的 表现 型 与 基因 型 的 联系 体现 了 个 
体 的 外 部 特性 和 内 部 机 理 之 间 的 逻辑 关系 。 生 物 通过 个 体 之 间 的 选择 、 交 叉 及 其 变异 来 适 
应 大 自然 环境 。 生 物 染色 体 用 数学 方式 或 者 计算 机 方式 来 体现 就 是 一 串 数 码 ， 仍 称 其 为 染 
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色 体 ， 有 时 也 被 称 为 个 体 ， 适 应 能 力 用 对 应 一 个 染色 体 的 数值 来 衡量 ， 染 色 体 的 选择 或 者 
淘汰 问题 是 根据 求 最 大 或 者 最 小 问题 来 进行 的 。 

自从 20 世纪 60 年 代 以 来 ， 怎 样 模仿 生物 来 建立 功能 强大 的 算法 ， 并 进而 将 它们 运 / 
于 复杂 的 优化 问题 ， 越 来 越 成 为 一 个 研究 的 热点 。 进 化 计算 (evolutionary computation) 正 是 
在 这 个 背景 下 孕育 而 生 的 。 进 化 计算 包括 遗传 算法 (genetic algorithm,GA)、 进 化 策略 
(evolution strategy)、 进 化 编程 (evolutiony programming) 及 其 遗传 编程 (genetic pro 针 amming)。 

遗传 算法 是 模仿 生物 遗传 学 和 自然 选择 机 理 , 通过 人 工 方式 构造 的 一 
是 关于 生物 演化 过 程 进行 的 一 种 数学 仿真 ， 是 演化 计算 的 一 种 最 重要 的 形式 
传统 的 数学 模型 迎 然 不 同 ， eee RD 



































与 此 同时 ， 演 化 计算 和 遗传 算法 借鉴 了 生物 科学 中 的 某 些 知识 ， 从 
交叉 学 科 的 特点 。 自 从 霍 兰 德 (Holland) 于 1975 年 在 他 的 著作 Adapitation in Natural and 











Artificial Systems 中 首次 提出 遗传 算法 以 来 ， 经 过 了 近 30 元 现 在 已 经 发 展 到 了 一 
个 比较 成 熟 的 阶段 ， 并 且 在 实际 中 得 到 了 相当 好 的 应 用 。 要 介绍 遗传 算法 的 基本 
机 理 及 其 求解 步骤 ， 使 读者 了 解 什么 是 遗传 算法 ， 作 的 ， 并 且 针对 遗传 算法 的 





























进展 和 应 用 情况 进行 简要 的 分 析 和 评价 。 ~ 
8.1.1 遗传 算法 的 基本 机 理 WY > 








稚 兰 德 的 遗传 算法 通常 被 称 为 简 [法 (Si Conansa Rit 
为 讨论 的 主要 对 象 ， 加 上 适当 的 改 i 折 遗 传 得 构 与 机 理 。 

首先 ， 我 们 介绍 一 些 基 本 概念 中 结合 旅行 商 问题 进行 说 明 。 假 设 有 
n 座 城市 ， 城 市 i 和 城市 j 之 间 的 5 d(i)jGjK25™,n)。 旅 行商 问题 即 是 要 寻找 遍 访 每 


一 座 城市 恰好 一 次 的 一 条 回路 ( 大 全 
许多 具有 实际 背 问题 攻 较 复杂 的 结构 形式 。 但 是 我 们 可 以 将 其 化 为 简 
单 的 位 串 形式 编码 来 表示 。- 将 问题 的 结构 变换 成 为 位 串 形 式 编码 表示 的 过 程 称 为 编码 ; 相 


反 的 ， 将 位 串 形 示 变 换 成 为 原 问题 结构 的 过 程 称 为 解码 或 者 译 码 。 通 常 将 位 串 形 


式 编码 表示 称 为 染色 体 ， 有 时 也 简称 为 个 体 。 
i 的 过 程 简 述 如 下 : 首先 ， 在 问题 的 解 空间 中 选取 一 群 点 ， 作 为 遗传 开始 的 第 


一 代 。 \ 点 (基因 ) 用 一 个 二 进 制 的 数字 串 表示 ， 其 优 劣 程度 用 一 个 目标 函数 一 一 适应 
国 数 idj ss fonction) 来 度量 。 遗 传 算法 最 常 使 用 的 编码 形式 是 二 进 制 编码 。 二 进 制 编码 
6 点 就 是 长 度 较 长 ， 对 于 很 多 问题 来 说 ， 使 用 其 他 的 编码 形式 可 能 更 为 有 利 。 其 他 
方式 主要 有 浮 点 数 编码 方法 、 格 雷 码 、 符 号 编码 方法 、 多 参数 编码 方法 等 。 
浮 点 数 编码 方法 是 指 个 体 的 每 个 染色 体 用 某 一 个 范围 内 的 一 个 浮 点 数 来 表示 ， 个 体 的 
编码 长 度 等 于 其 问题 变量 的 数目 。 由 于 这 种 编码 方法 使 用 的 是 变量 的 真实 值 ， 因 此 浮 点 数 
编码 方法 也 可 称 为 真 值 编 码 方法 。 对 于 一 些 既是 多 维 ， 又 是 高 精度 要 求 的 连续 函数 优化 问 
题 ， 使 用 浮 点 数 编码 来 表示 个 体 时 将 会 产生 一 些 益处 。 
格雷 码 是 其 连续 的 两 个 整数 所 对 应 的 编码 值 之 间 只 有 一 个 码 位 是 不 同 的， 其 余 的 码 位 
都 完全 相同 。 例 如 ， 十 进 制 数 7 和 8 的 格雷 码 分 别 为 0100 和 1100， 而 二 进 制 编码 分 别 为 
0111 和 1000。 
符号 编码 方法 是 指 个 体 染 色 体 编码 串 中 的 基因 值 取 自 一 个 没有 数值 含义 而 只 有 代码 含 
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义 的 符号 集合 。 这 个 符号 集合 可 以 是 一 个 字母 表 ， 如 {A,B,C,D…'}， 也 可 以 是 一 个 数字 序 
号 表 ， 如 {1,2,3,4,5,…}， 还 可 以 是 一 个 代码 表 ， 如 {x1,x2,x3,X4,Xs,…}， 等 等 。 

对 于 前 面 提 到 的 旅行 商 问题 ， 我 们 就 可 以 采用 符号 编码 方法 ， 按 照 一 条 回路 中 城市 的 
顺序 进行 编码 ,例如 ,编码 串 134567829 即 可 表示 从 城市 1 开始 , 依次 是 城市 3,4,5,6,7,8,2,9， 
最 后 返回 城市 1。 一 般 情况 是 从 城市 wi 出 发 ,依次 经 过 城市 w;,w3,…,wn, 最 后 返回 城市 wi， 
于 是 有 如 下 的 编码 表示 : wiw2…wn。 由 于 是 回路 ， 因 此 我 们 记 way=w1。 它 其 实 是 1,2,…n 
的 一 个 循环 排列 。 要 特别 注意 的 是 ，wi,w2,…,ws 是 互 不 相同 的 。 

为 了 体现 染色 体 的 适应 能 力 , 引入 了 对 优化 问题 中 的 每 一 个 染色 体 都 进行 
称 为 适应 度 函 数 (fitness function)。 TS ， 它 体现 了 自 
























































然 演 化 中 的 优胜 劣 汰 原则 。 对 于 优化 问题 ， 适 应 度 函 数 即 是 目标 函 行商 问题 的 目标 
就 是 使 得 路 径 总 长 度 为 最 短 ， 自 然 地 ， 路 径 总 长 度 就 可 以 作为 旅行 商 问题 的 适应 度 函 数 ， 
1 re 


f(wiw: WwW )= 













其 中 ，wnit=w1，d(wiswin1) 表 示 两 座 城市 之 间 的 
在 设计 适应 度 函 数 时 ， 应 注意 适应 度 函 数 要 
染色 体 之 间 的 差距 。 如 果 一 个 染色 体 与 问题 
的 适应 度 函 数值 之 差 就 比较 小 ， 反 过 
距 比 较 大 ， 那 么 对 应 的 适应 度 函 数 
象 有 很 大 的 关系 。 
简单 的 遗传 算法 的 遗传 操 人 


(mutation)。 改进 的 遗传 法 大 人 
选择 操作 也 被 l(teprodueti6 
度 决定 其 在 下 一 代 是 被 淘汰 还 是 被 遗 人 


度 的 值 ， 它 产生 后 代 的 能 力 正 好 为 其 适应 度 值 所 占 份额 12 f 。 

的 简单 方式 是 将 被 选择 出 的 两 个 染色 体 P, 和 P, 作 为 亲本 染色 体 ,将 两 者 的 部 
行 交换 。 假设 有 以 下 8 位 长 的 两 个 染色 体 P1(10001110) 和 Ps(11011001)。 产生 一 
之 间 的 随机 数 c， 假 设 当前 产生 的 数 为 3， 则 表示 将 染色 体 P 和 染色 体 P, 的 低 3 
: 即 亲 本 染色 体 Pi 的 高 5 位 与 P; 的 低 3 位 组 成 数 串 10001001， 这 就 是 亲本 染 
色 体 P 和 了 的 一 个 后 代 Qi 个体; 亲本 染色 体 P; 的 高 5 位 于 P 的 低 3 位 组 成 数 串 11011110， 
这 就 是 亲本 染色 体 P 和 P; 的 一 个 后 代 Q: 个体 。 

变异 操作 的 简单 方式 就 是 改变 数码 串 的 某 个 位 置 上 的 数码 。 首 先 以 最 简单 的 二 进 制 编 
码 表示 方式 来 进行 说 明 ， 二 进 制 编 码 表示 的 每 一 个 位 置 的 数码 只 有 0 和 1 这 两 种 可 能 的 形 
式 。 例 如 ， 设 有 下 面 的 二 进 制 编码 表示 : 10100110， 其 数码 串 的 长 度 为 8， 现 随机 产生 一 
个 1 一 8 之 间 的 随机 数 k， 假 设 当前 的 随机 数 k 为 4， 则 应 对 从 右 至 左 的 第 4 位 进行 变异 操 
作 ， 即 将 原来 的 0 变 为 1， 得 到 下 面 的 数码 串 10101110( 第 4 位 的 数字 1 是 经 变异 操作 后 出 
现 的 )。 二 进 制 编码 表示 的 简单 变异 操作 是 将 0 与 1 互 换 : 即 0 变异 成 为 1; 1 变异 成 为 0。 


多 





最 优 解 染色 体 之 间 的 差 
大 数 的 取 值 大 小 与 求解 问题 对 


emt 、 交 叉 (crossover) 和 变异 
以 便 达到 更 高 的 效率 。 


全 
作 ， 根 据 个 体 的 适应 度 函 数值 所 度量 的 优 劣 程 
一 般 说 来 ， 选 择 将 会 使 得 适应 度 比较 大 (优良 ) 的 
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现在 我 们 对 旅行 商 问题 的 变异 操作 做 简要 介绍 ， 随 机 产生 一 个 1~n 之 间 的 随机 数 i,， 决 
定 对 回路 中 的 第 i 座 城市 的 代码 wi 执行 变异 操作 ， 又 产生 了 一 个 1~n 之 间 的 随机 数 w 替代 
wi 并 且 将 wi 加 到 尾部 ,得 到 下 面 的 数码 串 : wiw2…wiiwwis1…wawi。 这 个 数码 串 有 n+l 个 数 
码 。 注 意 ， 数 w 在 该 数码 串 中 重复 出 现 了 ， 必 须 删除 与 数 w 重复 的 数 以 得 到 合法 的 染色 体 。 


8.1.2 ”遗传 算法 的 求解 步骤 


遗传 算法 是 一 种 基于 空间 搜索 的 算法 ， 它 通过 自然 选择 、 遗 传 、 变 异 
的 适 者 生存 的 理论 ， 模 拟 自然 进化 过 程 来 寻找 所 需求 解 的 最 优化 问题 的 答 
算法 的 求解 过 程 也 可 看 作 最 优化 过 程 。 在 这 里 需要 指出 的 是 : 遗 
的 解 就 是 该 问题 的 最 优 解 (或 者 称 为 全 局 最 优 解 )。 但 是 ， 我 们 可 L 
可 以 将 误差 控制 在 容许 的 范围 内 。 遗 传 算法 具有 下 面 的 几 个 特 怎 
(1) 遗传 算法 是 对 参数 集合 的 编码 而 并 不 是 对 于 参数 自 
(2) 遗传 算法 是 从 最 优化 问题 解 的 编码 组 开始 而 并 
(3) 遗传 算法 利用 目标 函数 的 适应 度 这 一 信息 
来 指导 搜索 过 程 。 


























案 
























数 以 及 单 峰 等 假设 ， 可 以 从 离散 的 、 的 、 含 有 噪声 的 高 维 问题 中 以 比较 大 的 概率 获 





得 全 局 最 优 解 。 由 于 其 固有 的 过 几 大 规模 的 并 行 计算 。 目 前 ， 这 
种 智能 算法 已 在 演化 计算 、 处 理 等 领域 获得 了 越 来 越 广泛 的 应 用 。 
遗传 算法 类 似 于 染色 体 上 的 基因 寻找 较 好 的 染色 体 来 求解 一 
些 复杂 的 优化 问题 。 b 外公 法 对 于 求解 问题 的 本 身 一 无 所 知 ， 它 所 需要 的 
仅仅 是 对 算法 所 产生 所 进行 评价 ， 并 且 基 于 适应 值 来 选择 染色 体 ， 使 得 适应 
性 较 好 的 染色 。 在 遗传 算法 中 ， 通 过 随机 方式 产生 了 若干 个 所 需求 





解 问题 的 数字 编码 ) 即 染色 体 ， 形 成 了 初始 的 种 群 ， 通 过 适应 度 函数 给 每 一 个 个 体 一 个 数 
rr rr 
过 遗传 后 的 个 体 集 合 形成 下 一 代 新 的 种 群 ， 然 后 再 对 这 个 新 的 种 群 进行 下 一 轮 的 演 
计算 。 这 就 是 遗传 算法 的 基本 原理 。 下 面 ， 我 们 对 遗传 算法 的 求解 步骤 进行 描述 。 
入 轧 始 化 物种 群 


2) 依次 计算 物种 群 上 每 一 个 个 体 的 适应 度 值 。 

(3) 按 由 个 体 适应 度 值 所 决定 的 某 个 规则 选择 将 要 进入 下 一 代 的 个 体 。 

(4) 按照 概率 Pc 进行 交叉 操作 。 

(5) 按照 概率 Pc 进行 变异 操作 。 

(6) 如 果 没 有 满足 某 种 停止 条 件 ， 那 么 就 转 步骤 (2)， 和 否则 进入 下 一 步 。 

(07) 输出 物种 群 中 适应 度 值 最 优 的 染色 体 作 为 优化 问题 的 满意 解 或 最 优 解 。 

算法 的 停机 条 件 最 简单 的 有 以 下 两 种 情况 : 巴 完 成 了 预先 给 定 的 演化 代数 则 停机 ;四 
物种 群 中 的 最 优 个 体 在 连续 若干 代 没 有 改进 或 者 平均 适应 度 在 连续 若干 代 基本 没有 太 大 改 
进 时 停机 。 


@r 
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一 般 的 遗传 算法 的 主要 步骤 如 下 。 

(1) 随机 产生 一 个 由 确定 长 度 的 特征 字符 串 组 成 的 初始 物种 群 。 

(2) 对 该 字符 串 种 群 迭 代 地 执行 下 面 的 步 又 和 步 又 @， 直 到 满足 停机 条 件 为 止 : 

名 计算 物种 群 中 每 个 个 体 字符 串 的 适应 度 值 ; 

@ 利用 复制 、 交 叉 及 其 变异 等 遗传 操作 产生 下 一 代 的 物种 群 。 

(3) 把 在 后 代 中 出 现 的 最 优 的 个 体 字 符 串 指定 为 遗传 算法 的 执行 结果 ， 这 个 结果 可 以 
表示 原 优化 问题 的 一 个 解 。 


























大 


8.2 ”粒子 群 优化 算法 X、 
本 节 及 其 8.3 节 讨 论 一 种 称 为 群 智能 (swarm intelligence) -> 化 的 计算 方法 。 
其 中 一 种 称 为 粒子 群 优化 算法 (PSOA)， 另 一 种 称 为 蚁 群 优化 第 A)。 我 们 首先 讨论 
粒子 群 优化 算法 。 


8.2.1 群 智能 算法 和 粒子 群 优化 算法 概述 






















假设 你 和 你 的 朋友 正在 进行 寻宝 的 任务 3 详 一 个 金属 探测 器 ， 
并 且 可 以 将 自己 的 通信 信号 和 当前 的 位 置 传递 因此 ， 每 个 人 都 知道 
是 否 有 一 个 邻近 的 伙伴 比 他 更 接近 闵 向 着 这 个 邻近 的 伙伴 








移动 。 这 样 做 的 结果 就 可 以 使 得 你 各 -而 且 ， 找到 该 宝藏 也 可 能 比 
你 单个 人 寻找 要 快 得 多 。 
这 是 一 个 对 群 行为 (sw 外 的 实例 ， 其 中 ， 群 众 的 每 个 个 体 交 互 作 
用 ,使 用 比 单一 的 个 体 1 式 去 求解 标 。 可 以 将 群 (swarm) 定 义 为 某 种 交互 
人 G 合 ,在 群 智能 计算 研究 中 ， 群 的 个 体 组 织 包括 蚂蚁 、 蜜 蜂 、 
鸟 群 及 鱼 群 等 。 在 i ， 个 体 在 结构 上 和 行为 上 是 比较 简单 的 ， 但 是 它们 的 集体 行 
蚁 群 中 ， 每 只 蚂蚁 个 体 只 能 执行 一 组 非常 简单 的 任 
务 中 的 一 项 ， 然 而 在 整体 上 ， 蚂 蚁 的 动作 和 行为 却 能 够 确保 建造 最 佳 的 蚁 划 结 构 、 保 护 蚁 
eg 净 蚁 梨 、 发 现 最 好 的 食物 源 ， 以 及 优化 攻击 策略 等 全 局 任务 的 实现 。 
和 
舍 局 行为 间 存 在 着 某 种 紧密 的 联系 。 这 些 个 体 的 集体 行为 构成 和 支配 了 群 行为 。 另 一 
行为 又 决定 了 个 体 执 行 其 作用 的 条 件 。 由 于 这 些 作用 可 能 改变 环境 ， 因 此 也 可 能 
改变 这 些 个 体 自身 的 行为 及 其 地 位 。 由 群 行为 决定 的 条 件 包括 时 间 和 空间 这 两 种 模式 。 
群 行为 不 能 仅 由 独立 于 其 他 个 体 的 个 体 行为 所 确定 。 个 体 之 间 的 交互 作用 在 构建 群 行 
为 中 将 起 到 至 关 重 要 的 作用 。 个 体 之 间 的 交互 作用 帮助 改善 对 环境 的 经 验 知识 ， 增 强 了 到 
达 优 化 的 群 进程 。 个 体 之 间 的 交互 作用 或 者 合作 是 通过 遗传 学 或 者 通过 社会 交互 确定 的 。 
例如 ， 个 体 在 解剖 学 上 的 结构 差别 可 能 分 配 到 不 同 的 任务 ， 在 一 个 具体 的 蚂蚁 种 群 内 部 
工 蚁 负责 喂养 幼 蚁 和 清净 蚊 巢 ， 而 母 蚁 则 切割 被 抓获 的 大 猎物 和 保卫 蚁 巢 。 工 蚁 比 母 蚁 小 ， 
而 且 形 态 与 母 蚁 有 别 。 社 会 交互 作用 可 以 是 直接 的 或 者 间接 的 。 直接 交互 作用 是 通过 视觉 、 
听觉 或 者 化 学 接触 ， 而 间接 交互 作用 是 在 某 一 个 个 体 改 变 环 境 ， 而 其 他 的 个 体 反映 该 新 的 


环境 时 出 现 的 。 
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群 社会 网 络 结构 形成 该 群 存在 的 一 个 集合 ， 它 提供 了 个 体 之 间 交 换 经 验 知识 的 通信 通 
道 。 群 社会 网 络 结构 的 一 个 惊人 的 结果 即 是 它们 在 建立 最 佳 的 蚁 巢 结 构 、 分 配 劳 力 及 其 收 
集 食物 等 方面 的 组 织 能 力 。 群 计算 建 模 已 经 获得 了 许多 成 功 的 应 用 。 例 如 ， 功 能 优化 、 发 
现 最 佳 路 径 、 调 度 、 结 构 优 化 及 图 像 和 数据 分 析 等 。 从 不 同 的 群 研 究 得 到 了 不 同 的 应 用 。 
其 中 ， 最 引 人 注 目的 就 是 有 关 蚁 群 和 鸟 群 的 研究 工作 。 以 下 ， 我 们 将 分 别 综述 这 两 种 群 智 
能 的 研究 情况 。 其 中 ， 粒 子 群 优化 算法 是 由 模拟 鸟 群 的 社会 行为 (群体 行为 ) 发 展 起 来 的 ， 
而 蚁 群 优化 算法 主要 是 由 建立 蚂蚁 的 轨迹 跟踪 行为 模型 而 形成 的 。 



























































粒子 群 优化 (particle swarm optimization,PSO) 算 法 是 一 种 基于 群体 搜 : 的 建立 
在 模拟 鸟 群 社会 的 基础 上 。 粒 子 群 概念 的 最 初 含义 就 是 通过 图 形 来 模 所 不 可 预 
测 的 舞蹈 动作 ， 发 现 鸟 群 支配 同步 飞行 和 以 最 佳 队 形 突然 改变 飞行 重新 编队 的 能 








力 。 这 个 概念 已 经 被 包含 在 一 个 简单 和 有 效 的 优化 算法 中 。 

在 粒子 群 优化 算法 中 ， 被 称 为 粒子 (particle) 的 个 体 是 i 空间 “流动 ”的 。 
粒子 在 搜索 空间 中 的 位 置 变化 是 以 个 体 成 功 地 超过 其 他 个 体 的 社会 心理 意向 为 基础 的 。 因 
此 ， 在 补 子 如 中 粒子 的 变化 是 受 其 名 近 粒 子 ( 个 休 ) 的 纤夫 知识 影响 的 ， 即 一 个 粒子 的 


搜索 行为 会 受到 粒子 群 中 其 他 粒子 的 搜索 行为 影响 。 肖 站 可 见 三 粒子 群 优化 算法 是 一 种 共 
生 合作 算法 。 A ns 可 到 搜索 空间 
中 一 个 原先 成 功 的 区 域 。 NK 
8.2.2 oem 人 

粒子 群 优化 算法 是 以 邻 域 原 斑 eneighbot jp) 为 基础 进行 操作 的 ， 该 原理 来 源 
于 社会 网 络 结构 的 研究 中 。 驱动 料 子 秤 优化 的 Et 人 了 人 人 
不 仅 相互 学 习 ， 而 且 基 书 欧 得 的 知识 似 证 它们 的 、 较 好 的 邻近 区 域 。 邻 域内 的 
个 体 进行 相互 通信 。 习 AK < 

粒子 群 是 根据 粒子 的 集 闪 组 成 的 , 所 每 一 个 粒子 表示 一 个 潜在 的 解答 。 粒 子 在 超 空间 
流动 ， 每 个 粒子 照 其 经 验 和 邻近 粒子 的 位 置 而 发 生变 化 。 令 xi(b 表 示 t 时 刻 Pi 在 
把 速度 矢量 wb 加 至 当前 的 位 置 ， 那 么 位 置 Pi 应 变 为 x(O=x(t-D+vib 


推动 优化 过 程 ， 并 且 反 映 出 社会 所 交换 的 信息 。 以 下 ， 我 们 给 出 了 两 种 不 同 
算法 ， 它 们 对 社会 信息 交换 扩展 程度 是 不 同 的 。 这 些 算法 概括 了 初始 的 PSO 


































































入 个 体 最 佳 (individual best) 算 法 ， 每 一 个 个 体 只 把 它 的 当前 位 置 与 自己 的 最 佳 位 置 
pbést 进 行 比较 ， 而 不 使 用 其 他 粒子 的 信息 。 具 体 算法 如 下 : 
(1) 对 粒子 群 PQ) 进 行 初始 化 处 理 ， 使 得 t=0 时 每 一 个 粒子 PEP(D 在 超 空 间 中 的 位 置 
xi(t) 是 随机 的 ; 
(2) 根据 每 一 个 粒子 的 当前 位 置 评价 其 性 能 @ ; 
(3) 比较 每 一 个 个 体 的 当前 性 能 与 其 至 今 有 过 的 最 佳 性 能 ， 如 果 中 (xi(D)<pbest， 则 
本 = P(x(0)) 


Xpbest, = Xi (0 


@, 


see mana 
GO - 


(4) 改变 每 个 粒子 的 速度 矢量 
w(O=wt-D+pouus -xi(D) 

















答 所 需要 的 速度 就 越 大 。 随 机 数 p 值 的 上 限 为 用 户 规定 的 
轨迹 的 振荡 就 越 大 ， 反 过 来 ， 较 小 的 随机 数 p 值 则 可 以 保 i 


称 为 星 形 (star) 的 邻 域 拓 扑 结构 。 在 该 结构 中 ， 每 个 
形成 一 个 全 连接 的 社会 网 络 ， 用 于 驱动 各 个 粒 东 移 万 
子 的 位 置 。 此 外 ， 每 个 粒子 还 根据 先前 已 名 


其 


，p 是 一 个 位 置 随机 数 。 
把 每 一 个 粒子 移动 到 新 的 位 置 
Jo 


t=t+l 
在 上 式 中 ，vi(D = vi(DAt， 而 At=1， 因 此 ，vi(DAt=vi(D 。 2 > 


(5) 返回 步骤 (2)， 重 复 递归 直至 收敛 。 
以 上 算法 中 粒子 离开 其 先前 发 现 的 最 佳 解答 越 远 ， 使 得 该 











泣 子 移 回 它 的 最 佳 解 
。 A 的 上 限 越 大 ， 粒 子 








对 于 全 局 最 佳 算法 (global best algorithm)， 粒 子 案 gbest 反映 出 一 种 被 

他 的 粒子 (个 体 ) 进 行 通信 ， 

流 包 括 全 群 中 选 出 的 最 佳 粒 
的 历史 经 验 。 


全 局 最 佳 算法 可 以 按照 以 下 的 方式 a 
ns xi(0 是 随机 


个 -全 





(1) 对 粒子 群 P(t) 初 始 化 ,使 得 = 








(2) 通过 每 个 粒子 的 当前 


(3) “ 避 有 


(4) 粒 能 与 全 局 最 佳 粒子 的 性 能 进行 比较 ， 如 果 中 (xi(t))<gbest， 那 么 
< gbest; = D(x (t)) 


对 性能， 如果 四 (xi(D)<pbest， 那 么 
estf = P(X(t)) 


OO 


| 


粒子 的 速度 矢量 ， 即 
Vi(D= v(t—1)+pi(Xpoew, — X(t)) + pa (Xeon, — Xi(t)) 





Xabess, = Xi(t) 





h，pi 与 p; 为 随机 变量 。 我们 一 般 将 上 式 中 的 第 二 项 称 为 认 知 分 量 ， 而 将 最 后 一 项 称 为 


社会 分 量 。 


把 每 一 个 粒子 移动 到 新 的 位 置 
人 


t=t+1 


转 到 步骤 (2)， 重 复 递归 直至 收敛 。 


Ed 
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对 于 全 局 最 优 算法 ， 粒 子 离开 全 局 的 最 佳 位 置 和 它 自 己 的 最 佳 解答 越 远 ， 使 得 该 粒子 
本 到 它 的 最 佳 解 答 所 需要 的 速度 变化 也 越 大 。 随机 数 p, 与 p, 确定 为 pl =fc,p, =Dc， 其 中 
TD 一 U(0,1D)， 且 ci 与 c 为 正 加 速度 常数 。 
上 面 介绍 的 两 种 算法 的 步骤 (2) 检 测 每 个 粒子 的 性 能 。 其 中 ， 采 用 一 个 函数 来 测量 相应 
解答 与 最 佳 解答 的 接近 度 。 通 常 将 这 种 接近 度 称 为 适应 度 函 数 。 这 两 个 算法 都 采用 继续 运 
行 直至 其 达到 收敛 时 为 止 。 a 






























































算法 。 此 外 ， 如 果 所 有 粒子 的 速度 变化 接近 于 0， 那 么 就 终止 蚁 群 优化 算 ; ， 粒 子 
的 位 置 将 不 再 发 生变 化 。 标 准 的 粒子 群 优化 算法 将 受 问题 的 维 数 、 个 体 (粒子 ) l 数 p 
的 上 限 、 最 大 速度 上 限 、 邻 域 规 模 和 惯量 这 6 个 参数 的 影响 。 
除了 以 上 讨论 过 的 两 种 算法 ， 即 个 体 最 佳 算法 和 全 局 最 佳 A 近年 来 的 研究 使 
得 这 些 原来 的 算法 得 以 进展 ， 其 中 包括 改善 其 收敛 性 和 提高 性 
OO 
络 训练 。 这 时 ， 每 一 个 粒子 表示 一 个 权 矢 量 ， 代 表 一 经 民 
地 应 用 于 人 体 颤 拌 分 析 ， 以 便 用 于 诊断 由 金森 (parki 
总 而 言 之 ， 粒 子 群 算法 已 经 显示 出 了 它 的 有 效 
但 是 ， 我 们 仍然 需要 进行 更 加 深入 的 研究 和 探索 ?AS 以便 











功 地 应 用 于 神经 网 
粒子 群 优化 算法 也 成 功 





















丰 并 且 具 有 算法 的 简单 性 。 
优化 算法 的 益处 。 


员 化 算法 。 蚂 蚁 是 一 种 众所周知 的 小 昆虫 ， 
各 术 坝 ， 进 而 引起 水 患 。 貌 似 蚂 蚁 的 优 缺 点 























torn annie 的 。 
说 明 人 工 蚁 群 系统 的 原理 ， 首 先 从 蚁 群 搜索 食物 的 过 程 谈 起 。 像 昌 蚁 、 蜜 蜂 、 飞 蛾 等 
群居 的 昆虫 ， 虽 然 单个 昆虫 的 行为 极其 简单 ， 但 是 由 单个 简单 的 个 体 所 组 成 的 群体 却 表现 
出 了 极其 复杂 的 行为 。 仿 生 学 家 经 过 了 大 量 的 细致 观察 研究 以 后 发 现 ， 蚂 蚁 个 体 之 间 是 通 
过 一 种 称 为 外 激素 (pheromone) 的 物质 进行 信息 传递 的 。 蚂 蚁 在 运动 的 过 程 中 ， 能 够 在 其 所 
经 过 的 路 径 上 留 下 该 种 物质 ， 并 且 蚂 蚁 在 运动 过 程 中 能 够 感知 这 种 物质 ， 进 而 以 此 来 指导 
自己 的 运动 方向 。 因 此 ， 由 大 量 蚂蚁 组 成 的 蚁 群 的 集体 行为 便 表现 出 了 一 种 信息 正 反馈 现 
象 : 如 果菜 一 条 路 径 上 走 过 的 蚂蚁 数 越 多 ， 那 么 后 来 的 蚂蚁 选择 该 路 径 的 可 能 性 (通常 用 概 
率 表示 ) 就 越 大 。 蚂 蚁 个 体 之 间 就 是 通过 这 种 信息 的 交流 达到 搜索 食物 的 目的 。 


er 
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下 面 ， 我 们 以 求解 n 个 城市 的 旅行 商 问 题 为 例 来 说 明 蚁 群 系统 模型 。 为 了 模拟 实际 蚂 
蚁 的 行为 ， 我 们 可 以 令 m 来 表示 蚁 群 中 蚂蚁 的 数量 ，di(i,j=1,2,…,n) 表示 城市 i 与 城市 j 


之 间 的 距离 ，bi(b 表示 在 t 时 刻 位 于 城市 i 的 蚂蚁 数量 ， m= Sb,(0) 5i(b 表示 t 时 刻 在 城 


市 i 与 城市 j 的 连 线 上 残留 的 信息 量 。 在 初始 时 刻 ， 设 s(O=C(C 为 常数 )， 即 各 条 路 径 上 


的 信息 量 相等 。 蚂 蚁 k(k=1,2,…,m) 在 运动 的 过 程 中 ， 根 据 每 条 路 径 上 的 信息 量 决定 转移 方 
向 。ps(t) 表示 在 t 时 刻 蚂蚁 由 城市 (位 置 i 转移 到 城市 j 的 概率 : 


cmB(t 
MD jeallowed, 
2 MD 
keallowed, 


0,otherwise 


其 中 ，allowedy={0,1,…,n-1} 表 示 蚂 蚁 k 下 一 步 侈 许 这 
是 ， 人 工 蚁 群 系统 具有 一 定 的 记忆 功能 ，i ep 
当前 已 经 走 过 的 城市 。 随 着 时 间 的 推移 大 下 的 信 
息 消 失 的 程度 ， 经 过 n 个 时 刻 ， 蚂 蚁 次 循环 
子 进行 适当 的 调整 : 








pi(b = 




















其 中 , Ari 表示 第 k 只 we 在 从 位 置 i 到 位 置 j 的 路 径 上 的 信息 量 , 而 Am 则 
表示 在 本 次 循环 中 和 留 在 从 位 置 i 到 位 置 的 路 径 上 的 信息 量 : 













果 第 k 只 蚂蚁 在 本 次 循环 中 经 过 从 位 置 i 到 位 置 j 的 路 径 


2 “im 
0,otherwise 


XX 为 常数 ，Li 表示 第 k 只 蚂蚁 在 本 次 循环 中 所 经 过 的 路 径 的 长 度 。 在 初始 时 刻 ， 
TA0) = C(consb,Ari =0， 其 中 , ij=0,1,…,n-1。Q,B 分 别 表 示 蚂 蚁 在 运动 过 程 中 所 积累 的 信 


息 及 其 启发 式 因子 在 蚂蚁 路 径 选择 中 所 起 到 的 不 同 作用 。mi 表示 由 城市 (位 置 i 移动 到 城市 
j 的 期 望 程度 , 可 以 根据 某 种 启发 式 算法 具体 确定 。 根据 具体 算法 的 差异 ，ri'Am 及 Bi(b 的 


表达 形式 可 以 不 同 ， 应 根据 具体 问题 而 定 。 多 利克 曾经 给 出 过 3 种 不 同 的 模型 ， 分 别称 为 
ant-cycle system，ant-quantity system 及 ant-density system。 参 数 Q,C, 0,B 与 p 可 以 使 用 试验 


方法 确定 其 最 优 组 合 。 停 机 条 件 可 以 使 用 固定 循环 次 数 或 者 当 演化 趋势 不 明显 时 也 可 以 停 


止 计算 。 
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8.3.2 ” 蚁 群 算法 的 研究 及 应 用 


自从 1991 年 多 利克 等 学 者 提出 蚁 群 算法 以 来 ， 吸 引 了 许多 研究 人 员 对 该 算法 进行 研 

究 ， 并 且 成 功 地 运用 于 解决 组 合 优化 问题 ， 如 旅行 商 问题 ， 二 次 分 配 问 题 (quadratic 
assignment problem)， 作 业 高 度 问 题 (job-shop scheduling problem) 等 。 对 于 许多 优化 组 合 问 
题 来 说 ， 只 要 能 够 用 一 个 图 来 说 明 将 要 求解 的 问题 ; 能 够 定义 一 种 正 反 馈 过 程 (如 问题 中 的 
残留 信息 ); 问题 结构 本 身 能 够 提供 解 题 需 用 的 启发 式 信息 (如 问题 中 不 同城 | 
E 够 建立 约束 机 制 (如 在 旅行 商 问题 中 已 经 访问 过 的 城市 列表 )， 那 么 就 可 
进行 求解 。 自从 十 几 年 前 出 现 了 包含 蚁 群 算法 在 内 的 蚁 群 优化 (ant coloty optir i ion, ACO) 
































































之 后 ， 许 多 相关 算法 的 框架 被 提 了 出 来 。1998 年 召开 了 有 关 蚁 群 优 gi 第 会 议 ， 
更 引起 了 研究 者 们 的 广泛 关注 。 

蚂蚁 系统 (ant system，AS) 是 随 着 蚁 群 概念 所 出 来 的 最 算法 由 它 首先 被 成 功 地 运用 于 
求解 旅行 商 问题 。 尽 管 与 一 些 比较 完善 的 算法 (如 遗传 有 化 算法 等 ) 比 较 起 来 ， 基 本 
蚁 群 算法 的 计算 量 是 比较 大 的 ， 计 算 效 果 也 并 不 一 的 成 功 运用 范例 还 是 激 
起 了 人 们 对 于 蚁 群 算法 的 极 大 兴趣 ， 并 且 吸 引 了 一 人 芭 蚁 
































系统 的 优点 在 于 : 正 反 馈 能 够 迅速 找到 比较 好 1 个 布 起 计算 可 以 避免 过 早 地 收 
敛 ， 强 启发 可 以 在 早期 的 寻 优 中 地 加 地 找到 方 已 经 被 成 功 地 应 
于 许多 可 以 被 表达 为 在 图 表 上 寻找 最 佳 中 。 

蚁 群 系统 (ant colony system，A 蚁 E 在 于 : 在 蚁 群 系 统 算法 中 ， 
蚂蚁 在 寻找 最 佳 路 径 的 过 程 能 使 用 局 前 局 部 信息 对 外 激素 浓度 进行 调整 ; 
在 过 ota. 的 浓度 将 会 再 一 次 进行 调整 ， 而 这 次 采 
用 的 是 全 局 信息 ， 并 且 SE 的 外 激素 浓度 进行 加 强 。 拥 有 一 个 状 


态 传递 机 制 ， 用 于 指导 加 1 ， 并 且 可 以 积累 问题 的 当前 状态 。 

最 大 一 2 system，MMAS) 是 到 目前 为 止 解决 旅行 商 问 题 、 
二 次 分 配 问 题 的 蚁 群 优化 类 算法 沁 与 其 他 的 寻找 算法 相 比较 而 言 ， 它 属于 最 好 的 解 
B 只 对 最 佳 路 径 增加 外 激素 的 浓度 ， 从 而 更 好 地 利用 了 历史 信 
息 (这 一 点 氮 ACS deer de 为 了 避免 算法 过 早 地 收敛 于 非 全 局 最 优 解 ， 通 
常 将 能 的 外 激素 浓度 限制 于 [t,t ]， 超 出 了 这 个 范围 的 值 被 强制 设置 为 5 


eh 单一 来 ， 即 可 以 有 效 地 避免 某 条 路 径 上 的 信息 量 远 远 大 于 其 余 路 径 上 的 信息 
激 























所 有 的 蚂蚁 都 能 够 集中 在 一 条 路 径 上 ， 从 而 使 得 算法 不 再 发 散 ， 并且 将 每 条 路 径 
素 的 初始 浓度 设置 为 rw， 这 样 就 可 以 更 加 充分 地 进行 寻 优 了 。 
对 蚂蚁 行为 的 研究 已 经 导致 了 各 种 相关 算法 的 研究 , 并 且 将 它们 应 用 于 求解 各 种 问题 ， 
这 些 算法 建立 了 蚂蚁 的 搜索 行为 (如 收集 食物 ) 的 模型 ， 产 生 了 新 的 组 合 优化 算法 ， 应 用 于 
网 络 路 径 的 选择 和 作业 调度 等 。 蚂 蚁 动态 地 分 配 劳动 力 产生 出 自 适 应 任务 分 配 策略 。 它 们 
合作 搬运 的 特性 产生 了 机 器 人 式 的 实现 。 将 蚁 群 算法 进行 优化 的 工作 称 为 蚁 群 优化 ， 它 已 
经 在 求解 组 合 优化 问题 中 显示 出 了 自身 的 优越 性 。 
蚁 群 算法 和 蚁 群 优化 已 经 被 成 功 地 应 用 于 二 次 分 配 问 题 、 作 业 调 度 问题 、 图 表 着 色 问 
题 (graph coloring problem，GCP)、 最 短 公 超 序 问 题 (shortest common supersequence problem， 
SCSP, 一 种 NP-HARD 问题 )、 电话 网 络 和 数据 通信 网 络 的 路 由 优化 、 机 器 人 建 模 及 优化 等 。 


er 
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蚁 群 算法 源 于 对 自然 界 中 的 蚂蚁 寻找 蚁 策 到 食物 以 及 食物 返回 到 蚁 巢 的 最 短路 径 方法 的 研 
究 。 它 是 一 种 并 行 算 法 ， 即 所 有 的 “蚂蚁 ” 均 进行 独立 的 行动 ， 没 有 监督 机 构 。 它 又 是 一 
种 合作 算法 ， 即 依靠 群体 智能 行为 进行 寻 优 : 它 还 是 一 种 鲁 棒 算 法 ， 即 只 要 对 算法 稍 作 修 
改 ， 就 可 以 求解 其 他 的 组 合 优化 问题 。 

从 目前 来 看 ， 蚁 群 算法 是 一 个 十 分 年 轻 的 研究 领域 ， 刚 刚 走 过 20 年 的 研究 路 程 ， 尚 未 
Pm eete he 




















究 和 解决 。 随 着 蚁 群 算法 研究 的 深入 开展 ， 它 将 会 提供 一 个 分 布 式 与 网 络 算法 ， 
并 进而 促进 群 智能 算法 的 进一步 发 展 。 天 


8.4 免疫 算法 忆 


生物 系统 中 的 自然 信息 处 理 系统 可 以 分 为 4 种 类 
统 及 内 分 泌 系 统 。 自 然 免疫 系统 是 一 个 复杂 的 自 适 应 
防御 外 部 病原 体 的 入 侵 。 通 过 演化 学 习 ， 免 疫 系 乡 
自然 免疫 系统 有 许多 的 研究 课题 ， 有 相当 多 的 理 六 
些 计算 机 模型 仿真 了 免疫 系统 的 成 分 。 从 生 多 体 特性 ， 寻 找 解 决 科 
学 和 工程 中 实际 问题 的 智能 方法 ， 是 智能 科学 1 究 领 域 。 这 种 研究 方法 具有 不 
同 的 称呼 ， 包 括 人 工 免疫 系统 ， 基 和 计算 等 。 本 节 中 采用 人 工 免疫 系 
统 (artificial immune system) 这 个 名 字 。 


8 4.1 免疫 算法 的 提出 仙人 
a 理 反 伍 效 功 能 的 器 官 、 组织 、 细 胞 、 免 疫 效应 分 
子 以 及 基因 等 组 成 。 锡 滤 系统 通过 务 布 尖 全 身 的 不 同 种 类 的 淋巴 细胞 识别 和 清除 侵入 生 
生 


体 的 抗原 性 异物 。 当 生物 系统 受到 外 界 病毒 的 侵害 时 ， 就 可 以 激活 自身 的 免疫 系统 ， 其 目 
标 就 是 尽 可 能 地 1 生物 系统 的 基本 生理 功能 得 到 正常 地 运转 。 当 人 工 免疫 系统 受到 








统 、 遗 传 系统 、 免 疫 系 
能 够 有 效 地 运用 各 种 免疫 机 制 
体 及 其 自身 细胞 进行 辨识 。 
型 解释 了 免疫 学 现象 ， 也 有 一 







































mm 营 








二， 内 在 的 免疫 机 制 就 被 激活 ， 其 目标 是 保证 整个 智能 信息 系统 的 基本 信息 
: 常 地 运转 。 免 疫 算法 具有 良好 的 系统 响应 性 和 自主 性 ， 对 于 干扰 具有 较 强 
衡 的 能 力 ， 自 我 一 非 自我 的 抗原 识别 机 制 使 得 免疫 算法 具有 较 强 的 模式 分 

为 。 ， 免 疫 算法 还 模拟 了 免疫 系统 的 “学 习 一 记忆 一 遗忘 ”的 知识 处 理 机 制 ， 使 其 
A F 式 复杂 问题 的 分 解 、 处 理 和 求解 表现 出 较 高 的 智能 性 和 和 鲁 棒 性 。 

根据 博 内 特 (Burneb 的 细胞 克隆 选择 学 说 (clonal selection theory) 和 杰 尼 (Jerne) 的 免疫 网 
络 学 说 ， 生 物体 内 具有 针对 不 同 抗原 性 的 多 样 性 B 细胞 克隆 ， 抗 原 侵 入 机 体 以 后 ， 在 纪 
胞 的 识别 与 控制 下 ， 选 择 并 刺激 相应 的 B 细胞 系 ， 使 之 活化 、 增 殖 并 且 产 生 特异 性 抗体 结 
合 抗原 ， 同 时 ， 抗 原 与 抗体 之 间 、 抗 体 与 抗体 之 间 的 刺激 和 抑制 关系 形成 的 网 络 调节 结构 
维持 着 免疫 平衡 。 随 着 理论 免疫 学 和 人 工 免疫 系统 的 发 展 ， 人 们 相继 提出 了 几 种 免疫 网 络 
学 说 。Jerne 提出 了 独特 型 网 络 (idiotype network)， 以 描述 抗体 与 抗体 之 间 、 抗 体 与 抗原 之 
间 的 相互 作用 。 伊 斯 古 鲁 (Ishiguro) 等 学 者 提出 了 一 种 互联 耦合 免疫 网 络 模型 ; 汤 (Tang) 等 学 
者 提出 了 一 种 与 免疫 系统 中 的 B 细胞 和 T 细胞 之 间 相 互 反映 相似 的 多 值 免疫 网 络 模型 ， 赫 


Ed 


人 学 
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岑 堡 (Herzenberg) 等 学 者 提出 了 一 种 更 加 适合 于 分 布 式 问题 的 松 耦 合 网 络 结构 ; 历 安 德 罗 
(Leandro) 与 费尔南多 (Fermando) 提 出 了 使 用 克隆 选择 原理 进行 人 工 机 器 的 学 习 及 其 优化 研 
究 。 基 于 这 些 自然 免疫 学 说 ， 可 以 创建 一 定 的 算法 来 模拟 免疫 机 制 ， 这 种 算法 被 称 为 免疫 
算法 。 

人 工 免疫 系统 是 由 免疫 学 理论 和 观察 到 的 免疫 功能 、 原 理 和 模型 启发 而 产生 的 适应 性 
CO 












































(Bersini) 首 次 使 用 免疫 算法 来 解决 实际 问题 ，20 世纪 末 ， 弗 雷 斯 特 (Forrest) 始 将 免 
疫 算法 应 用 于 计算 机 安全 领域 ， 同 期 ， 享 特 (Hunt) 等 学 者 开始 将 免疫 第 法 应 学 习 


领域 (人 工 智能 的 一 个 研究 方向 )。 
近年 来 ， 越 来 越 多 的 研究 者 投身 到 免疫 算法 的 研究 行列 。 自 然 免 次 条 统 显著 的 信息 处 
理 能 力 对 计算 技术 有 不 少 重要 的 启发 。 一 些 研究 者 基于 遗传 算法 呢 经 提出 了 一 些 模仿 生物 


et 研究 了 控制 系统 与 

































免疫 机 制 的 关系 问题 。 
免疫 算法 的 关键 在 于 系统 对 受 侵害 部 分 的 屏蔽 习 控 制 。 设 计 免疫 算法 可 以 










入 侵 下 ， 其 输出 是 否 相 
至 上 的 直接 模拟 。 由 于 免疫 机 制 与 
往 计算 来 优化 求解 过 程 。 

要 设计 沪 法 -算法 分 析 与 比较 、 应 用 及 其 发 展 与 展 


疫 系统 的 结构 相似 ， 而 着 重 考察 两 
同 或 者 类 似 ， 侧 重 于 对 免疫 算法 的 
演化 机 制 紧 密 相关 ， 因 此 免疫 算 ; 




















本 节 着 重 介 绍 免 疫 算法 的 
望 ， 具 体内 容 包括 免疫 算 活 的 定义 免疫 算法 的 主要 设计 方法 、 免 疫 算法 的 分 
类 和 参数 选择 、 免 疫 些 应 免疫 算法 的 展望 等 。 
8.4.2 ”免疫 算 > 论 





目前 了 和 法 和 相关 问题 还 没有 明确 、 统 一 的 定义 ， 以 下 的 定义 仅 供 进一步 讨论 
疫 算法 是 异 仿 生物 免疫 学 和 基因 进化 机 理 ， 通 过 人 工 方式 构造 的 一 类 优化 搜索 算 
免疫 过 程 的 一 种 数学 仿真 ， 是 免疫 计算 的 一 种 至 关 重 要 的 形式 。 当 然 还 有 其 


Ne 法 。 例 如 ， 把 免疫 概念 及 其 理论 应 用 于 遗传 算法 ， 在 保留 原 算法 优点 的 前 提 下 
oT 
4 退化 现象 ， 这 种 算法 被 称 为 免疫 算法 。 

人 工 免 疫 系 统 是 由 免疫 学 理论 和 观察 到 的 免疫 功能 、 原 理 和 模型 启发 而 产生 的 适应 性 
系统 。 可 以 通过 免疫 算法 进行 人 工 免疫 系统 的 计算 和 控制 。 斯 塔 拉 普 (Starlab) 的 定义 为 : 人 
工 免疫 系统 是 一 种 数据 处 理 、 归 类 、 表 示 和 推理 策略 的 模型 ， 它 依据 似是而非 的 生物 范式 ， 
即 自然 免疫 系统 。 达 斯 戈 普 塔 (Dasgupta) 给 出 的 定义 为 : 人 工 免 疫 系统 是 由 受 生物 免疫 系统 
启发 而 来 的 智能 策略 所 组 成 ， 主 要 用 于 信息 处 理 和 问题 求解 。 提 米 斯 (Timmis) 给 出 的 定义 
为 : 人 工 免疫 系统 是 一 种 受理 论 生物 学 的 启发 而 来 的 计算 范式 ， 它 借鉴 了 一 些 免疫 系统 的 
功能 、 原 理 和 模型 并 且 用 于 对 复杂 优化 问题 的 求解 。Starlab 仅仅 是 从 数据 处 理 的 角度 对 人 
工 免疫 系统 进行 定义 ， 而 后 两 者 则 着 眼 于 生物 隐喻 机 制 的 应 用 ， 强 调 了 人 工 免疫 系统 的 免 


er 


























































GO 
疫 学 机 理 , 从 这 个 意义 上 讲 , Dasgupta 
的 一 种 特性 或 者 属性 称 为 免疫 系统 的 
最 佳 个 体 的 基 
个 体 基 因 


前 面 








的 估计 ; 抗体 (antibody) 是 指 

而 提 到 
机 理 上 的 模拟 ; 
免疫 算法 的 设计 
完全 模拟 生物 免疫 机 制 ， 其 主要 原因 
关 问 题 需 要 进一步 加 以 研究 。 因 此 ， 


























如 ， 模 拟 生命 科学 中 的 免疫 理论 ， 引 


生物 免疫 机 制 的 一 些 概念 ， 从 形式 上 进行 一 定 的 模拟 ， 以 实 统 入 工 免 疫 的 目的 。 例 
入 了 免疫 操作 来 改进 元 根据 生物 免疫 理论 ， 
基本 类 型 ， 分 别 对 应 于 失 命 科学 的 非特 异性 免疫 和 特 


免疫 操作 分 为 全 免疫 和 目标 免疫 两 科 
异性 免疫 。 
黑箱 模拟 法 间接 地 从 输入 输出 的 








免疫 系统 在 受到 外 界 病菌 的 感染 后 ,能 够 通过 自身 的 免疫 
; 疫苗 (vaccine) 是 根据 进化 环境 或 者 待 求解 问题 的 
的 设计 免疫 算法 的 两 种 思路 ， 前 者 是 基于 白 箱 模 拟 


后 者 是 基于 黑箱 模拟 的 方法 ， 重 点 在 于 输入 输出 和 功能 上 
依赖 于 生物 免疫 系统 的 知识 。 现 在 一 般 很 难 做 到 从 结构 和 机 
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和 Timmis 给 出 的 关于 人 工 免疫 系统 的 定义 更 为 贴切 。 
制 恢复 健康 以 保持 正常 工作 
鲁 棒 性 。 抗 原 (antigen) 是 指 所 有 可 能 错误 的 基因 ， 即 非 
先 验 知识 得 到 的 对 于 最 佳 
根据 疫苗 来 修正 某 个 个 体 的 基因 所 得 到 的 新 个 体 。 


的 方法 ， 重 点 


























在 于 人 类 还 没有 完全 解 开 生物 














目前 不 少 研究 者 往往 是 按照 


ay 





























法 通常 使 用 遗传 算法 或 者 演化 算法 开 
或 者 病毒 相克 的 抗体 。 因 








断 当 前 的 多 维 教育 Agent 是 否 
果 外 界 攻 击 或 者 病毒 侵扰 没 
了 









以 参考 
否则 就 





TY 


特征 来 考察 


















:出 与 外 界 的 攻击 
作为 例子 ， 将 免疫 算法 
维 教育 Agent 的 攻击 ， 
nt 的 最 优 修复 目标 。 然 后 尖 


妇 








法 也 能 够 逐渐 消除 损失 ， 如 果 儿 
， 当 前 的 系统 就 不 能 正常 地 运转 了 ， 
以 便 保 证 系统 的 核心 部 分 的 恢复 和 了 


界 的 攻 才 
那么 就 需要 
E 常 运转 。 如 








可 


避 


解决 方案 。 如 果 有 现成 的 解决 方案 ， 那 么 就 可 以 直接 调用 ， 并 且 输 出 结果 。 
这 个 免疫 算法 的 演化 进程 : 首先 设 定 物种 群 及 其 演化 参数 ， 然 后 通过 对 受 侵 


等 演化 原则 进行 迭代 相互 计算 和 操作 ， 最 终 收 敛 为 最 


害 结 点 物种 群 按照 遗传 、 交 又 、 变 异 
eis ， 即 系统 整体 的 最 小 损失 解 。 在 遗传 算法 运行 的 过 程 中 ， 受 侵害 部 分 只 有 输入 、 


出 被 算法 屏 项， 这 样 就 可 以 保证 损 


失 不 会 扩大 或 者 病毒 不 会 蔓延 。 如 果 遗 传 算法 的 迭代 


次 数 超过 上 限 ， 那 么 就 被 迫 终止 该 算法 ， 并 且 记录 其 最 优 的 结果 及 相关 的 参数 ， 否 则 ， 每 


经 过 一 次 演化 ， 就 会 重新 返回 到 判定 





系统 是 否 达 到 最 优 修 复 目标 这 一 步 ， 进 入 下 一 轮 算法 





计算 过 程 中 去 。 这 种 免疫 算法 对 于 每 一 次 的 免疫 遗传 算法 操作 的 最 优 结果 进行 收集 、 存 
储 并 且 整 理 ， 以 便于 以 后 如 果 遇 到 了 相似 的 情况 ， 就 不 需要 重新 进行 计算 ， 而 可 以 直接 调 
知识 库 中 的 最 优 结果 。 

近来 , 国内 外 已 经 提出 并 且 发 展 了 一 些 免 疫 算法 , 尤其 是 1997 年 人 工 免疫 学 研究 在 
际 上 兴起 之 后 。 不 同 的 免疫 算法 的 分 析 和 比较 主要 从 下 面 的 两 个 方面 进行 研究 ， 其 一 就 是 


: 由 
























































自然 免疫 系统 的 免疫 学 理论 和 方法 ， 其 二 就 是 计算 机 算法 的 分 析 量 度 。 








算法 分 析 与 设计 教 答 O 〇 ) 。 
一 一 Oo) 


免疫 学 说 主要 包括 反 向 选择 原理 、 演 化 学 说 、 克 隆 选择 理论 、 疫 苗 学 说 以 及 免疫 网 络 
理论 等 。 根 据 这 些 不 同 的 免疫 学 说 提出 了 5 种 不 同 的 免疫 算法 。 

(1) 反 向 选择 算法 弗 雷 斯 特 (Forrest) 基 于 反 向 选择 原理 提出 了 使 用 反 向 选择 算法 检测 
异常 ， 其 算法 主要 包括 两 个 步骤 : 首先， 产生 监测 器 集合 ， 其 中 的 每 一 个 监测 器 与 被 保护 
的 数据 都 不 匹配 ， 然 后 ， 不 断 地 将 集合 中 的 每 一 个 监测 器 与 被 保护 的 数据 相 比 较 ， 如 果 监 


测 器 与 被 保护 的 数据 相 匹 配 ， 那 么 就 判定 该 数据 已 经 发 生 了 变化 。 
(2) 免疫 遗传 算法 弗 (Chun) 提 出 了 一 种 免疫 算法 ， 实 质 上 是 改进 型 的 i 3 

(3) 克隆 选择 算法 德 卡 斯 特 罗 (De Castro) 基 于 免疫 系统 的 克隆 选择 理论 隆 选 
择 算 法 ， 是 模拟 免疫 系统 学 习 过 程 的 演化 算法 。 


























(4) 基于 疫苗 的 免疫 算法 焦 李 成 、 王 磊 等 学 者 基于 免疫 系 绢 出 可 基于 疫苗 的 
免疫 算法 。 

(5) 基于 免疫 网 络 的 免疫 算法 纳 若 阿 基 (Naruaki) 基 于 : 容 性 复合 体 MHC) 和 
免疫 网 络 理论 提出 了 一 种 自 适应 优化 的 免疫 算法 ， 用 体 中 的 每 一 个 Agent 的 






工作 域 分 配 问题 。 
从 计算 机 算法 的 量度 来 分 析 ， 可 以 考察 免疫 算法 





























(1) 变异 率 免疫 算法 作为 一 种 多 峰值 的 其 重 
要 。 算 法 通过 变异 操作 来 维持 群体 的 多 样 性 全 
局 最 优 解 。 变 异 值 的 取 值 既 不 能 太 果 
就 不 明显 ， 群 体 的 多 样 性 就 不 能 保 i 约 于 全 部 峰 么 
群体 的 稳定 性 就 很 差 ， 搜 索 关 > 稳定 地 收敛 六 容易 出 现 振荡 。 而 合适 的 变异 率 


既 可 以 搜索 到 全 部 的 峰值 ， 

(2) 选择 闵 值 选择 去 放大 操 作 的 一 个 重要 参数 ， 它 与 变异 率 本 
合 ， 能 够 有 效 地 保 i 性 防 pete ie 
力 影响 很 大 。 选 择 : 









了 个 适应 度 比较 的 峰值 ， 从 而 降低 群体 的 多 样 性 ， 因 而 难以 找到 
Wen 该 值 也 不 宜 太 小 ， 如 果 太 小 ， 则 将 会 使 得 适应 度 对 期 望 繁殖 率 的 影响 











致 搜索 过 程 难以 找到 几 个 比较 大 的 峰值 。 

(3) 命 周期 在 免疫 系统 的 抗体 群 中 ， 克 隆 抗体 具有 一 定 的 寿命 ， 将 这 种 免疫 抗 

te 引入 优化 算法 ， 可 以 用 于 动态 环境 中 的 种 群 个 体 的 不 同 适应 性 的 标 度 。 在 大 范 
适应 性 的 个 体 将 具有 比较 长 的 寿命 ,但 是 ， 只 能 在 小 范围 内 适应 的 个 体 的 寿命 则 





(4) 误差 计算 复杂 性 是 解决 一 个 数学 形式 问题 所 必需 的 固有 计算 资源 的 量度 。 它 是 不 
变 的， 因为 计算 复杂 性 仅仅 依赖 于 这 个 问题 ， 而 独立 于 用 来 解决 这 个 问题 的 特定 算法 。 对 

于 自然 界 本 身 的 计算 (自然 计算 ) 及 其 模拟 计算 的 问题 ， 其 信息 是 局 部 的 。 即 这 些 信息 不 能 
唯一 地 标识 一 个 数学 问题 的 物理 状态 或 者 实例 ， 而 且 ， 这 些 信 息 受 到 误差 的 影响 。 例 如 ， 

如 果 在 多 维 教育 免疫 网 络 中 要 想 知 道 受害 部 分 的 情况 ， 就 要 通过 各 种 传感器 测量 数据 。 因 

为 测量 的 数目 是 有 限 的 ， 因 此 得 到 的 信息 是 局 部 的 ， 而 且 这 些 测量 不 可 避免 地 将 会 受到 误 
差 的 影响 。 

(5) 解 群体 的 规模 解 群体 的 规模 ( 即 群 体 中 的 解 个 体 数目 ) 一 直 成 为 随机 算法 的 一 个 重 
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要 的 参数 ， 它 是 影响 算法 并 行 性 的 决定 性 因素 之 一 。 如 果 规 模 太 小 ， 那 么 就 意味 着 并 行 搜 
索 的 范围 太 小 ， 难 以 找到 所 有 的 峰值 ， 如 果 规 模 太 大 ， 则 会 不 必要 地 延长 搜索 过 程 所 需要 
的 时 间 。 因 此 ， 针 对 不 同 问题 的 特点 ， 选 择 适当 的 群体 规模 无 疑 将 会 提高 算法 的 执行 效率 
和 性 能 。 


8.4.3 ”免疫 算法 的 应 用 及 其 发 展 趋势 


免疫 算法 已 经 得 到 了 越 来 越 多 的 应 用 ， 包 括 优化 求解 、 杀 毒 、 故 障 诊 控制 、 
智能 网 络 、 防 止 黑客 入 侵 、 容 错 、 匹 配 、 分 类 与 决策 等 方面 ， 下 面 ， 我 们 简 绍 一 些 












































例子 加 以 说 明 。 

基于 免疫 系统 的 机 制 可 以 提出 一 种 新 的 信息 处 理 体 系 结构 ， 免 商 争 3 体现 免疫 系 
统 的 信息 特征 ， 如 特异 性 (specificity)、 多 样 性 (diversity)、 和 容错 性 (tolerance) 和 记忆 力 
(memory)。 这 种 免疫 算法 可 以 被 用 来 实现 主动 噪声 控制 ， 以 便 沪 干扰 ， 还 具有 噪声 
学 习 的 能 力 。 

















使 用 免疫 算法 可 以 进行 需要 纠 错 的 同步 电机 的 
种 最 优 设计 的 算法 。 免 疫 算法 是 一 种 可 以 辨识 


基于 免疫 模型 可 以 提出 一 种 优化 算法 , 应 
算 ; ) 的 PID 控制 ， 用 来 解决 PID 控制 参 
的 PID 控制 器 比 传统 控制 器 的 性 能 
J 


来 从 数据 库 中 发 现 一 些 感 兴趣 的 高 级 预测 规则 ， 
而 不 是 像 其 他 的 文献 大 a 与 该 算法 相关 的 3 个 数据 挖掘 专题 分 别 是 已 经 发 
现 知识 的 兴趣 ,及 法 的 3 述 性 与 效率 之 间 的 权衡 。、 

fmm RAN 
面 都 有 
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实现 电力 公司 的 分 布 式 系统 或 者 有 
实验 仿真 显示 ， 该 算法 的 效果 良好 。 


基于 神经 网 络 辨识 器 可 以 实现 和 
数 因 随机 选取 而 引起 的 突变 结 
更 好 。 


另 一 个 例子 是 一 免疫 算法 









应 用 实例 ， 具 有 很 大 的 应 用 潜力 。 
是 人 工 免疫 系统 的 重要 算法 ， 用 来 模拟 自然 界 中 的 生物 免疫 原理 ， 对 外 界 的 
害 进行 识别 、 学 习 和 防御 操作 ， 达 到 系统 损害 的 最 小 化 ， 从 而 实现 系统 的 鲁 棒 性 、 安 全 
E 性 的 最 大 化 。 根 据 免疫 算法 的 研究 经 验 ， 外 来 侵害 的 检测 和 内 部 学 习 机 制 的 优化 
大 难点 。 目 前 使 用 的 外 来 侵害 检测 算法 还 是 十 分 简单 而 低能 的 ， 与 生物 体 的 机 能 差 
距 很 大 ， 也 远 远 不 能 满足 实际 应 用 的 需要 。 改 进 免疫 算法 的 识别 模块 需要 利用 模式 识别 、 
决策 及 网 络 入 侵 等 方面 的 知识 和 技术 。 目 前 的 免疫 算法 一 般 是 建立 在 精确 的 数学 模型 /公式 
或 者 演化 计算 的 基础 上 的 。 数 学 模型 固然 简单 、 易 于 实现 ， 但 是 功能 不 强 ， 结 果 往 往 容易 
失真 ， 智 能 化 的 程度 不 是 很 高 ， 也 不 便于 改进 。 演 化 计算 是 一 种 比较 成 功 和 成 熟 的 仿生 优 
化 算法 ， 可 以 实现 全 局 最 优 ， 也 可 以 进行 并 行 分 布 式 计 算 ， 但 是 其 效率 不 高 ， 随 机 性 不 好 
把 握 。 为 了 提高 算法 的 效率 ， 既 可 以 进行 并 行 处 理 ， 也 可 以 根据 具体 问题 的 信息 ， 在 免疫 
算法 中 加 入 问题 的 启发 性 信息 ， 以 便于 提高 优化 算法 的 效率 。 
尽管 免疫 算法 的 发 展 主要 有 上 面 的 两 个 难点 , 但 是 免疫 算法 的 发 展 前 景 依然 十 分 乐观 ， 
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实际 应 用 的 召唤 和 成 功 实例 大 大 地 增强 了 发 展 免疫 算法 的 必要 性 和 可 能 性 。 今 后 ， 随 着 人 
工 免疫 系统 的 发 展 ， 免 疫 算法 将 会 逐步 成 熟 ， 成 为 人 工 免疫 系统 的 计算 中 心 。 免 疫 算法 在 
计算 机 网 络 方面 的 应 用 将 不 断 增强 和 扩展 , 网 络 的 安全 性 和 和 鲁 棒 性 将 会 得 到 实质 性 的 提高 
其 智能 化 水 平 也 将 会 不 断 地 提高 。 由 于 自然 和 人 工 灾害 时 有 发 生 ， 而 自然 免疫 系统 是 最 完 
美的 抗灾 系统 之 一 ， 因 此 基于 免疫 算法 的 抗灾 智能 Web 系统 将 会 得 以 大 力 研究 ， 并 且 在 实 
Ey 




















及 开发 将 会 成 为 智能 机 器 人 的 一 个 亮点 。 故 障 诊断 的 智能 化 是 发 展 趋势 ， 法 在 故障 
的 诊断 方面 的 应 用 将 能 够 极 大 地 提高 其 智能 化 的 程度 ， 增 强 诊断 效果 。 矿 
今后 免疫 算法 的 研究 重点 大 致 集中 在 下 面 的 几 个 方面 。 4 

害 








疫 系统 的 免 
害 ,\ 如 杀毒 。 


疫 算法 的 异己 识别 


(1) 提高 免疫 算法 的 有 效 性 类 似 于 人 的 自然 免疫 系统 的 抗 病 能 
疫 算法 必须 是 有 效 的 ， 必 须 能 够 自 适应 性 地 减弱 或 者 消除 外 

A 人 
能 力 是 重点 之 一 。 

G) 提高 免疫 算法 的 智能 效果 免疫 算法 在 应 


体 智能 是 评价 免疫 算法 成 败 的 一 个 重要 指标 。 一 
(4) 实现 免疫 算法 和 网 络 并 行 化 免疫 A 法 发 展 的 必然 趋势 ， 并 
且 成 为 研究 的 热点 之 一 ， 自 然 免疫 系统 的 潜在 产生 | ?法 与 网 络 的 并 行 化 黄 

















入 是 否 能 够 增强 系统 的 整 
























定 了 根本 的 生物 基础 
(5) 拓 广 免疫 算法 在 网 络 、 智 能 陛 6 由 于 免疫 算法 来 源 于 基于 
神经 网 络 和 内 分 泌 网 络 的 自然 免 必 将 成 为 免疫 算法 发 展 的 不 可 缺 
少 的 特征 ， 也 是 其 重要 的 研 纪 增 强 系统 的 鲁 棒 性 ， 而 且 免 疫 性 和 
meg 算法 Y5 和 名 梯 系 统 中 将 会 获得 更 好 的 应 用 。 


时 ， 归 纳 了 遗传 算法 的 特点 。 遗 传 算法 的 全 局 优化 收敛 性 的 理论 分 析 尚 未 完全 解 
的 遗传 算法 并 不 能 保证 全 局 的 最 优 收敛 ， 而 只 能 在 一 定 的 约束 条 件 下 ， 实 现 全 局 
E 。 粒 子 群 优化 算法 是 一 种 基于 群体 搜索 的 算法 ， 它 建立 在 模拟 鸟 群 社会 的 基础 
上 。 在 粒子 群 优化 算法 中 ， 被 称 为 粒子 的 个 体 是 通过 超 维 搜索 空间 “流动 ”的 。 粒 子 在 搜 
索 空间 中 的 位 置 变化 是 以 个 体 成 功 地 超过 其 他 个 体 的 社会 心理 意向 为 基础 。 一 个 粒子 的 搜 
索 行 为 受到 粒子 群 中 其 他 粒子 的 搜索 行为 的 影响 。 由 此 可 见 ， 粒 子 群 优化 算法 是 一 种 共生 
合作 算法 。 建 立 这 种 社会 行为 模型 的 结果 是 : 在 搜索 过 程 中 ， 粒 子 随 机 地 回 到 搜索 空间 中 
一 个 原先 成 功 的 区 域 。 粒 子 群 优化 算法 分 为 个 体 最 佳 算法 和 全 局 最 佳 算法 。 近 年 来 的 研究 
使 这 些 算法 得 以 改进 ， 其 中 包括 改善 粒子 群 优化 算法 的 收敛 性 和 提高 粒子 群 优化 算法 的 适 
应 性 。 
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从 生物 演化 和 仿生 学 的 角度 出 发 ， 研 究 蚂蚁 寻找 食物 路 径 的 自然 行为 ， 提 出 了 蚁 群 算 
法 。 使 用 该 方法 求解 旅行 商 问题 、 二 次 分 配 问题 等 问题 ， 取 得 了 较 好 的 结果 。 蚁 群 算法 在 
求解 复杂 优化 问题 尤其 是 离散 优化 问题 方面 已 经 显示 出 了 其 优势 ， 是 一 种 很 有 发 展 前 景 的 
智能 算法 。 免 疫 算法 是 模仿 生物 免疫 学 和 基因 进化 机 理 ， 通 过 人 工 方式 构造 的 一 类 优化 搜 
索 算 法 ， 是 对 生物 免疫 过 程 的 一 种 数学 仿真 ， 是 免疫 计算 的 一 种 最 为 重要 的 形式 。 免 疫 算 
法 分 为 白 箱 模 拟 法 和 黑箱 模拟 法 两 种 形式 。 2 
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82 |7-301-20898-4 ee 2008 数据 库 应 三 | 38 |‖ 92 -301-22965-1 数据 结构 (C 语 襄公 上 陈 超 衫 32 
案例 

83 |7-301-21052-9 |ASP.NET 程序 设计 与 开发 39 ‖ 93 |-301-23122-7 | 算法 分 析 与 设计 教程 过 明 29 

84 |7-301-16824-0 藤 件 测试 案例 教程 28 




















北京 大 学 出 版 社 电气 信息 类 教材 书目 (已 出 版 ) 
欢迎 选 订 






























































































































































序号 | 标准 书号 书 名 主编 | 定价 | 序号 | 标准 书号 书 名 医 编 | 定价 
1 17-301-10759-1|DSP 技术 及 应 用 吴 冬 梅 | 26 | 38 |7-5038-4400-3| 工 厂 供 配 电 
2_|7-301-10760-7| 单 片 机 原理 与 应 用 技术 魏 立 峰 | 25 ‖ 39 17-5038-4410-2| 控 制 系统 仿真 
3 |7-301-10765-2| 电 工学 蒋 中 | 29 | 40 17-5038-4398-3 幅 字 电 子 技术 
4_|7-301-19183-5| 电 工 与 电子 技术 (上 册 X 第 2 版 ] 吴 舒 辞 | 30 ‖ 41 17-5038-4412-6 现 代 控制 理论 刘 杂 信 | 22 
5 7-301-19229-0| 电 工 与 电子 技术 (下 朋 X 第 2 版 | 徐 卓 农 | 32 | 42 17-5038-4401-0| 自 动 化 仪表 I 27 
6 17-301-10699-0| 电 子 工艺 实习 周 春 阳 | 19 | 43 |7-5038-4408-9| 自 动 化 专业 甘 语 李 国 厚 | 32 
7 17-301-10744-7| 电 子 工艺 学 教程 张 立 教 | 32 ‖ 44 |7-5038-4406-5| 集 散 控 制 系统 刘 浴 玲 | 25 
8_|7-301-10915-6| 电 子 线路 CAD 吕 建 平 | 34 ‖ 45 17-301-19174-3| 传 感 器 整 础 (第 2 版) 赵 玉 刚 | 32 
9 _|7-301-10764-1| 数 据 通信 技术 教程 吴 延 海 | 29 | 46 |7-5038-4396-9| 寅 动 控制 原 到 潘 丰 | 32 
ee 和 民 控制 理论 基础 (区 
10 |7-301-18784-5| 数 字 信号 处 理 (第 2 版 ) 122 -让 规划 | 教材) 
11 |7-301-18889-7| 现 代 交换 技术 (第 2 版 ) |_ 48 730Niisi33 由 色相 tt 学 习 指 导 与 内 型 中 外 
12 |7.301-10761-4| 信 号 与 系统 | a9 |730iSC563 导 种 挤 制 与 自动 化 仪表 
信息 与 通信 工程 志 |、 
13 |7-301-19318-1| 第? 版) 算 机 控制 系统 
14 |7-301-10757-7| 自 动 控制 原理 | 5 6038 到 4 而 -0 恬 机 遍 和 太 接 口技 术 赵 志 诚 | 38 
15 |7-301-16520-1| 高 频 电 子 线路 (第 2 版 ) | 52 7.301=10365-f 邮 片 和 原理 及 应 用 教程 范 立 南 | 30 
16 |7-301-11507-7| 沿 机 原理 与 接口 技术 型 计算 机 原理 与 接口 技术 | 刘 应 文 | 26 
17 17-301-11442-1|MATLAB 基础 及 其 应 用 教 础 实践 教程 杨 _ 刚 | 30 
系统 
18 |7-301-11508-4| 计 算 机 网 络 Di ri 要 局 加 号 光 岗 杨 宗 德 | 25 
19 |7-301-12178-8| 遂 信 原 理 Se 551 各 启 蜂 | 30 
20 |7-301-12175-7| 电 子 系统 综合 设计 7-301-13577-8 上 电力 电子 技术 及 应 用 张 润 和 | 38 
21 |7.301L11503-9|EDA 我 术 基础 “| 起 本 商用 才学 5 电磁 波 〈 第 2 版》 | 部 春明 | 30 
22 |7-301-12176-4| 数 油 图 像 好 理 | 7.301-12179.5| 路 分 析 王 书 38 
23 17-301-12777-1| 现 代 道 信 系统 | 6o |7-301-12380-5| 电 子 测量 与 传 感 技术 35 
24 |7-301-123 和 -9| 异 拟 电 子 技术 | 61 |7-301-14461-9| 高 电压 技术 马 永 翔 | 28 
25 |7-3013842 生 | 懂 拟 电子 技术 实验 教程 。 “| 谭 海曙 | 24 | 62 |7-301-14472-5 |" 人 bi | 尚志 刚 | 25 
| ATLAB 实现 
| 264|7-304s11502-2| 移 动 通信 郭 俊 强 | 22 | 63 |7-301-14460-2| 电 力 系统 分 析 曹 _ 娜 | 35 
37 |7301-11504-6 电子 技术 梅 开 乡 | 30 ‖ 64 17-301-14459-6|DSP 技术 与 应 用 基础 俞 一 彪 | 34 
28 |7-301-18860-6li 第 2 版 ) 吴 亚 丽 | 28 | 65 |7-301-14994-2 逊 合 布线 系统 基础 教程 吴 达 爹 | 24 
29 |7-5038-4407-2| 传 感 器 与 检测 技术 祝 诗 平 | 30 | 66 |7-301-15168-6| 信 号 处 理 MATLAB 实验 教 利 李 _ 杰 | 20 
30 |7-5038-4413-3| 单 片 机 原理 及 应 用 刘 刚 | 24 | 67 |7-301-15440-3| 电 工 电 子 魏 伟 | 26 
31 |7-5038-4409-6| 电 机 与 拖 动 杨 天 明 | 27 | 68 |7-301-15445-8| 愉 测 与 控制 实验 教程 魏 伟 | 24 
32 |7-5038-4411-9| 电 力 电子 技术 庄 立 萍 | 25 | 69 |7-301-04595-4| 电 路 与 模拟 电子 技术 张 绪 光 | 35 
33 |7-5038-4399-0| 电 力 市 场 原 理 与 实践 分 斌 | 24 | 70 |7-301- lsass| 全 生生 和 全 交 作 5 印 德 润 | 70 
34 |7-5038-4405-8| 电 力 系统 继 电 保护 马 永 翔 | 27 ‖ 71 17-301-15786-2| 通 信 网 的 信 令 系统 
35 |7-5038-4397-6| 电 力 系统 自动 化 孟 祥 忠 | 25 ‖ 72 17-301-16493-8| 发 电厂 变 电 所 电气 部 分 
36 |7-5038-4404-1| 电 气 控制 技术 韩 顺 杰 | 22 ‖ 73 |7-301-16076-3 司 字 信 号 处 理 
37 |7-5038-4403-4| 电 器 与 PLC 控制 技术 陈 志 新 | 38 |‖ 74 17-301-16931-5| 微 机 原理 及 接口 技术 














序号 | 标准 书号 | 主编 | 定价 | 序号 | 标准 书号 书 名 主 _ 编 定价 
75 |7-301-16932-2| 数 字 电子 技术 刘 金 华 | 30 | 12 |7-301- 2105844 由 人 四 浊 应 用 及 并 实 允 | 邵 发 森 | 44 








|Mathcad 在 信号 与 系统 中 的 











76 |7-301-16933-9| 自 动 控制 原理 丁 纠 32 | 03 |7-301-20918-9|sy 郭 仁 春 | 30 

77 |7-301-17540-8| 单 片 机 原理 及 应 用 教程 周 广 兴 | 40 ‖ 114 |7-301-20327-9| 电 工学 程 王 土 军 | 34 
及 和 原理 友 和 

78 和 日 技术 实验 李 干 林 | 22 | 115 |7-301-16367-2| 供 配 电 技术 王 玉 华 | 49 





Ee: 与 模拟 电子 技术 实验 指 | 


79 |7-301-12379-9| 光 纤 通信 28 | 116 |7-301-20351-4 





























80 |7-301-17382-4 信 ! 论 基础 25 | 117 [7-301-21247-9 A 基础 与 应 用 教程 32 
81 |7-301-17677-1| 新 前 源 与 分 布 式 用 电 技 术 32 |‖ 118 [7-301-21235-6 | 集成 电路 版 图 36 
82 |7-301-17683-2| 光 纤 通 信 26 |‖ 119 7-301-21304-9 | 数字 电子 技术 49 
83 |7-301-17700-6| 模 拟 电子 技术 张 绪 光 | 36 |‖ 120 [7-301-21366-7 | 电力 系统 继 电 保护 (第 2 版 ) 加 永 翔 | 42 
84 3012173183 4 入 台 系统 项 与 丁 文 龙 | 36 121 -301-21450-3 卉 拟 虫 子 写 数字 加 辑 名 春 明 | 39 
85 |7-301-17797-6|PL 里 及 应 用 终 志 农 -301-21439-8 | 物 联 网 鲍 论 干 金 甫 | 42 




















波 技术 基础 及 其 应 用 李 泽 民 | 49 
5 通信 工程 专业 


86 |7-301-17986-4| 数 字 信号 处 理 
87 |7-301-18131-7| 集 散 控制 系统 





孙 桂 芝 | 36 
1 术 及 应 用 电路 项 目 


教程 


88 |7-301-18285-7| 电 子 线路 CAD 钱 裕 禄 | 30 













1 机 标 统 设 计 与 实例 开 出 

89 |7-301-16739-7IMATLAB 基础 及 应 用 站 5 实例 开发 天 涛 | 44 
90 |7-301-18352-6| 信 息 论 与 编码 许 两 佳 | 30 

控制 电机 与 特种 电机 及 其 二 

91 |7-301-18260-4| 深 制 系统 曹 胜 | 39 
92 |7-301-18493-6| 电 工 技术 李 文 书 | 48 
93 |7-301-18496-7| 现 代 电子 系统 设计 教程 Pa 二 王丽娟 | 52 
94 |7-301-18672-5| 太 阳 能 与 应 EE ED 谭 功 全 | 44 









95 |7-301-18314-4| 通 信和 电子 
96 |7-301-19175-0| 单 
97 |7-301-19320-4 
98 [7-301-19447-8 
99 |7-301-19451-5 


100 |7-301-19452- 


武 _ 林 | 36 
高 心 | 30 


及 仿真 讽 计 
里 与 接口 技术 













体 
丁 金 婷 | 32 
佟 威 | 30 

























101 |7-301-16914-8| 与 读 程 设计 部 春明 | 34 
102 301-16598-0| 近 全 丰 级 条 统 E 许 丽 佳 | 38 
103 |7-301-20394-1| 移 联网 基础 与 锯 用 ”| 韩 _ 磊 | 35 
104 |7-301-20339-2| 数 字 图 像 处 理 朱 明 早 | 33 
105 |7-30530340-8| 信 号 与 系统 万 芳 瑛 | 34 
106 |7-30120505=J 电 路 分 析 基 础 EE 34 





107 |7-30Te24 季 -2| 嵌 入 式 系 统 基础 实践 教程 
408 |7 -3012050638 了 编码 调制 技术 
alaapores 网 络 工程 与 管 
单片机 届 

in | 7a0f-20845-8| 课程 设计 


-一 一 















与 接口 技术 实验 





徐 懂 理 | 
ES 































扑 六 知识 ee 量 的 条 关 教 
六 事业 部 的 相关 资源 )， 同 时 欢迎 您 将 教学 课件 、 视 频 、 教 案 、 素 材 
设计 作品 、 论文 等 教学 资源 上 伟 到 pup6.com， 与 全 国 高 校 师 生 分 享 您 
价格 ， 知 识 也 能 创造 财富 。 具 体 情 况 请 登录 网 站 查询 。 

如 您 需要 免费 纸 质 样 书 用 于 教学 ,欢迎 登陆 第 六 事业 部 门户 网 (www.pup6.com) 填 表 申 请 ， 并 欢迎 在 线 登 记 
选 题 以 到 北京 大 学 出 版 社 来 出 版 您 的 大 作 ， 也 可 下 载 相关 表格 填写 后 发 到 我 们 的 邮箱 ， 我 们 将 及 时 与 您 取得 联 
系 并 做 好 全 方位 的 服务 。 

扑 六 知识 网 将 打造 成 全 国 最 大 的 教育 资源 共享 平台 ， 欢 迎 您 的 加 入 一 一 让 知识 有 价值 ， 让 教学 无 界限 ， 让 
学 习 更 轻松 。 

联系 方式 : 010-62750667，pup6_czq@163.com，szheng_pup6@163.com，linzhangbo@126.com， 欢 迎 
来 电 来 信 咨 询 。 





